6 Krivkové a plosné integraly

V této kapitole zavedeme integraly skalarnich a vektorovych funkci pfes kfivky a plochy, které
nachazi mnoho aplikaci zejména ve fyzice. Matematicky ptjde o velmi lehky uvod do tzv. ana-
lyzy na varietach, ackoliv se zde neobjevi ani zakladni koncepty této teorie jako je diferenco-
vatelna varieta, diferencialni formy na varietach, integralni pocet diferencialnich forem, atd.
Integralni véty jako véta Greenova, Gaussova a Stokesova predstavuji specialni ptipad hlubo-
kého vysledku analyzy na varietach znamého jako Obecna Stokesova vétanebo Divergencni véta.
Seriozni kurz analyzy na varietach tato kapitola nemiize nahradit. V dobé psani tohoto textu
existuje na FJFI samostatny pfedmét vénovany analyze na varietach, kde se student se zajmem
o hlubsi studium mize dozvédeét vice.

Také styl vykladu posledni kapitoly bude trochu odlisny. Zatimco zamér predchozich kapitol
bylo podat zcela rigordzni vyklad obecné teorie, zde je nasi prioritou dobrat se co nejrychleji
a relativné pfimocare k vysledkiim podstatnym pro aplikace, a to i za cenu mensi obecnosti ¢i
zjednoduseni.

6.1 Krivka a jeji délka

Ptipomenime, e krivkou v R™ rozumime jakékoliv spojité zobrazeni ¢ : [a,b] — R™. Casto se
ale také kiivkou rozumi obor hodnot zobrazeni ¢, tedy stopa krivky [¢] := ¢([a, b]) a zobrazeni
¢ se nazyva parametrizaci kfivky. My se budeme drzet zde zavedenych definic. Samoziejmé
existuje vice raznych kfivek se stejnou stopou (vice parametrizaci jedné kfivky). Z hlediska
studia geometrickych vlastnosti by se mohlo zdat pfirozené nazyvat k¥ivkou mnozinu [¢], avsak
vlastnosti, které budeme studovat, budou skute¢né zaviset na zobrazeni ¢ a nikoliv jen na jeho
oboru hodnot.
Uvazme napt. kiivky

t) =
t) =
) =

a) o1 (cos(27t),sin(27t)), t € [0,1],
) 2 t

c) ¢s(t

d) Pa(

(
(cos(27t), —sin(2wt)), t € [0,1],
(cos(2rt5), sin(27t?)), t € [0, 1],
t) = (cos(4nt),sin(4nt)), t € 0,1].

Stopa viech kivek ¢; je kruznice [¢;] = {(z,y) € R? | 22 + ¢ = 1}, Vi € 4. V piipadé ¢,
pokud parametr ¢ prochéazi interval [0, 27| rovnomérné od 0 do 27, projde bod ¢, () rovnomérné
celou kruznici od bodu (1,0) do téhoz bodu jednou proti sméru hodinovych rucicek (v tzv.
kladném smeéru). V ptipadé ¢, se déje totéZ jen v opacném (tzv. zaporném) sméru. V ptipadé ¢s
projde bod ¢3(t) jednou kruznici ,zrychlené® a v pfipadé ¢, ji projde dvakrat dokola. Ackoliv
je obvod kruznice vzdy 2w, budou délky uvedenych ktivek ¢(¢1) = £(p) = €(p3) = 27 a
((¢py) = 4w podle definice, kterou si vzapéti uvedeme. Tomu lze intuitivné dobfe rozumeét,
pokud ¢(t) chapeme jako ¢astici pohybujici se v R? v ¢ase t € [0, 1] a délku kiivky jako délku
trajektorie, kterou ¢astice projde.
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Je zfejmé, jak definovat délku po ¢astech linearni kfivky, tj. kfivky, jejiz stopa je konecné
sjednoceni usecek (stru¢néji lomena c¢ara). Délka obecné ktivky se poté zavede jako vhodna
Limita“ délek lomenych ¢ar, kterymi proloZzime stopu dané kiivky.

Definice 6.1 (Rektifikovatelna k¥ivka, délka kiivky): Bud ¢ : [a,b] — R" kfivkaao : a = tg <
ty < -+ < t,, = bdéleni intervalu [a, b]. Soucet délek usecek spojujicich body ¢(¢;) oznatime

lo(9) =) llo(t)) — olti)l-
i=1
Potom je-li mnozina
{ls(¢) | o déleni [a, ]}
omezena, nazyvame ¢ rektifikovatelna krivka a délku ((¢) kiivky ¢ definujeme vztahem
U(@) = sup{l,(¢) | o déleni [a, b]}. (74)

Poznamka: Aplikaci trojuhelnikové nerovnosti dostaneme, ze ¢, (¢) < ¢,/(¢) pro libovolné ¢’
zjemnéni déleni o, a tudiz supremum v definici (74) je tou ,spravnou limitou® pro definici délky
krivky.

Rovnosti délek kiivek ¢, @2 a ¢3 z tvodu vyjadfuji pfirozenou vlastnost, totiz ze délka
kfivky nezavisi na tzv. reparametrizaci kfivky dané spojitou bijekci (homeomorfismem) mezi
uzavienymi intervaly, jak ukazuje prvni tvrzeni nasledujici véty.

Véta 6.2: Necht ¢ : [a,b] — R™ je rektifikovatelna kfivka.

1. Je-i & : [¢,d] — [a, b] spojita bijekce, pak 1) := ¢ o ¢ je rektifikovatelna k¥ivka a plati:
(W) = £(9).

2. Délka ktivky ¢ je aditivni v nasledujicim smyslu: Je-li ¢ € (a,b), potom jsou zdZeni
Pla = ¢ | a,c] a ey := ¢ | [c, b] rektifikovatelné kiivky a plati:

f((b) = g((b[a,c]) + €<¢[C,b]>

Ditkaz. 1. Necht £ : [¢,d] — [a,b] je spojitd bijekce. Potom je £ bud rostouci, nebo klesajici
funkce. Je-li7:c=s9 < 51 < -+ < Sy, = d déleni [c, d], potom

for: a=¢&(sg) <&(s1) <+ <&(sm) =, je-li £ rostouci,
"Na= E(sm) < &(Sm-1) < -+- < &(s0) =0, je-li £ klesajici,

je déleni [a, b] a plati £, (¢ 0 €) = leor (¢). JelikoZ je ¢ rektifikovatelna, je
G () = leor(0) < £(9),

a tudiz v je také rektifikovatelna, nebot 7 bylo libovolné déleni [c, d]. Navic vezmeme-li supre-
mum pies 7, dostaneme nerovnost £(1)) < ¢(¢). Podobné z rovnosti {,(¢) = l¢-1.,(1), ktera
plati pro kazdé o déleni [a, b], odvodime opaénou nerovnost £(¢) < £(1)).
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2. Tvrzeni o rektifikovatelnosti kiivek ¢, ) a |y Vyplyva z toho, Ze kazdé déleni intervalii
a, c] resp. [c, b] Ize zjemnit na déleni intervalu [a, b] pfidanim bodu b resp. a, a proto £(¢p,q) <

U(p) al(Prep) < ().

Z rovnosti
goﬂ[a,c] (¢[a,c]) + goﬁ[c,b] (¢[C,b]) = go’(¢)>

ktera plati pro kazdé o déleni [a, b] obsahujici ¢, dostaneme nerovnost
U(Ppa,e)) + (D) = sup{ly(¢) | o déleni [a, b] obsahujici c} = £(¢).

Posledni rovnost plati, nebot /,(¢) < lyu4(¢) pro kazdé déleni o intervalu [a,b]. Naopak
zvolime-li € > 0, potom

(3o déleni [a, c]) (@((b[a,c]) < Ao, (Pla,q) + %)

a podobné
€

(Joo délenti [c, b)) (E(gb[c,b}) <Ay (Pep)) + 5) .

Odtud

U D) +UPep) < loy (Plad) + Loy (Plea) + € = Loyuoy, (9) + € < L) + €.

Jelikoz bylo € > 0 voleno libovolné, dostavame i opacnou nerovnost

€<¢[a,c}) + €(¢[c,b}> < f((b)
]

Definice délky kfivky (74) pomoci suprema pies déleni neni vhodna pro praktické vypocty.
Je-li dana kiivka navic tiidy C! alesponi po ¢4stech, mame uZite¢ny integralni vzorec pro délku
kiivky. Pfipomenime, Ze ¢ : [a,b] — R" je po ¢astech C' na (a,b), pravé kdyz existuje déleni
a =ty <t < " <tpmy <ty =D>btak, ze f € C'((t;_1,t;)) pro kazdé i € 1 a existuji
jednostranné limity ¢'(¢;£) proi € {1,...,m—1}, ¢ (a+) a ¢'(b—) vIR". Zde i dale pouzivame
bézné znaceni ¢'(t) := Do(t) = (¢ (t), ..., ¢ (t)).

Véta 6.3: Necht ktivka ¢ : [a,b] — R" je po ¢astech C' na (a,b). Potom je ¢ rektifikovatelna
a plati:

() = / 16/(8) .

Diikaz. Diky aditivité integralu i délky krivky ve smyslu 2. tvrzeni Véty 6.2 staci tvrzeni dokazat
pro kiivku ¢ € C1((a, b)) s jednostrannymi limitami ¢’ (a+), ¢'(b—) € R

Uvazujme libovolné déleni o : a = ty < t; < ...t,, = b. Potom s vyuzitim nerovnosti
z Lemma 3.27 dostaneme

Lol6) = 3 llolt) — olt)l =D

ti m b
¢’<t>dtH < lo@la= [ @]
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Posledni integral je kone¢ny, nebot integrand je spojita funkce na [a, b], a tudiz je ¢ rektifiko-

vatelna a plati nerovnost
b
(< [ 1o

Dale budeme pouzivat znaceni ¢, 4 pro zizeni kiivky ¢ na interval [c,d] C [a, b] (stejné
jako ve Véteé 6.2). Definujme funkeci g : [a b] — R vztahem

o0 = {gw[a,m, pro € (a.b].

, prot = a.

Necht ¢t € (a,b) ah > 0tak, ze t + h € (a,b). Z aditivity délky ktivky, viz Véta 6.2, a z analo-
gického odhadu, jaky jsme provedli vyse, dostaneme

Gt + 1) — g(t) = ldppran) < / I¢/(s)llds < h_max [}6/(5)]|.

E[t,t+h]

Uvazime-li také, ze kdyZ v definici délky kiivky vezmeme dvoubodové déleni {¢, t+h} intervalu
[t,t + h], mame
[o(t +h) = o) < Uppem)-

Spojenim obou odhadu ziskame nerovnosti

lott +h) = oIl _ 9lt+1) =90 _ o 18l

h - h SE[tt+h]

Ze spojitosti funkce t — ||¢/(t)|| na [a,b] plyne, Ze max,cpiis) ||¢'(5)
h — 0+. Také vyraz nalevo v posledni nerovnosti konverguje k ||¢'(¢)||,
plyne z diferencovatelnosti ¢ v bodé ¢. Odtud vidime, Ze

glt+h) —g(t)

@1,

= [l @)1-

lim
h—0+

Analogicky se ukaze, vezmeme-li na zacatku h < 0, Ze také

gt h) — gt
h—0— h

= [l @)]-

Celkem zjistujeme, ze ¢ je diferencovatelna funkce v bodé t € (a,b) a plati ¢'(t) = ||¢'(1)]|.
Nyni jiz jednoduse odvodime dokazovany vzorec, nebot

f(¢)=9(b)=g(b)—g(a)=/ 9’(t)dt=/ 19 (£)]|dt.
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Poznamka: Specialné graf funkce f : [a,b] — R, ktera je po ¢astech C'! na [a, D], je stopou
kiivky ¢(t) := (¢, f(t)), t € [a, b], v R? vyhovujici pfedpokladtim Véty 6.3, a proto

o) = [ i+ @i

Priklad 6.4 (Délka cykloidy): Kfivka v R? zadana parametricky rovnicemi
z(t) = a(t —sint), y(t) =a(l —cost), prot € [0,2n],

kde a > 0, je oblouk cykloidy, viz Obrazek 16. Tuto kfivku opise bod na hranici kruhu o po-
loméru a, ktery se vali po ose z. Spocitame jeji délku. Na tuto kiivku ¢(t) := ((z(t), y(t)) lze
aplikovat Vétu 6.3, a proto je

“9) :/O% \/(x’(t))2—|—(y’(t))zdt:a/:ﬂ V(1 = costy? +sin?
= \/Ea/()%\/mdt = 2a/027rsin (%) dt = 8a.

m 2m

Obrazek 16: Cykloida pro a = 1.

Priklad 6.5 (Délka sroubovice): Kfivka v R? zadana parametricky rovnicemi
z(t) =acost, y(t)=asint, z(t)=0bt prot e 0,27,

kde a,b > 0, je oblouk Sroubovice (helix), viz Obrazek 17. Pro délku této kiivky ¢(t) :=
((x(t),y(t), 2(t)) dostaneme podle Véty 6.3 vztah

“WI4%¢W®V+W@f+wwf&=/%JﬁiﬁMZ%VJIﬁ

0
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Obrazek 17: Sroubovice proa = 1a b = 1/6.

Priklad 6.6 (Délka Vivianiho kiivky): Vivianiho kfivka vznikne priinikem sféry a valce v R?
danych rovnicemi:

P22 =4a?, (z—a)?+y?=dd
kde a > 0 je parametr, viz Obrazek 18. Pro nalezeni vhodné parametrizace této kfivky nejprve
zvolime polarni soufadnice v z a y se stfedem v bodé (a, 0), ktera ,sedi“ rovnici pro vélec, tj.

r=a+acost, y=asint, te€|0,2n].
Parametrizaci soufadnice z = z(t) poté dopocitdme z rovnice pro kouli:

t
2P =4da® —2® — ?/2 = 2a® — 2a® cost = 4a’ sin® (5) .

t
= d2asin| = | .
z asm(2)

Znaménko + resp. — odpovida parametrizaci ¢asti ktivky v poloroviné z > 0 resp. z < 0.
Tyto dvé casti jsou symetrické podle roviny z = 0. Neni tézké si rozmyslet, Ze i ta ¢ast kiivky
nachézejici se napf. v poloroviné z > 0 se sklada ze dvou symetrickych casti stejné délky.
Proto sta¢i pocitat délku jedné Etvrtiny Vivianiho kfivky z kladného oktantu R?. Tato kfivka
o(t) = (z(t),y(t), 2(t)) je tedy parametricky uréena rovnicemi:

Tedy

z(t) = a(l 4 cost), y(t) =asint, =z(t)= 2asin<%) :
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kde t € [0, 7].
Pro délku kfivky ¢ (a tedy 1/4 délky Vivianiho kfivky) dostaneme podle Véty 6.3 vzorec

5(925):(1/ \/81112254—(:0s2t+2(:052 (%)dt:a/ \/1—|—2cos2 <%>dt.
0 0

Posledni integral bohuzel nelze spocitat explicitné. Drobnou tUpravou jej miZzeme jen vyjadrit
jakou specifickou hodnotu tzv. uplného eliptického integralu druhého druhu, coz je specialni
funkce definovana integralem

w/2
E(k) = / V1—Fk2sin’xdx, k€]0,1]. (75)
0

Dostaneme tak vzorec pro délku ¢ ve tvaru

0(¢) = 2aV/2 E<%) .

Numericky piiblizna hodnota je £(1/v/2) ~ 1.35064.

Obrazek 18: Vivianiho ktivka pro a = 1.
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Vzorec pro vypocet délky kiivky z Véty 6.3 je uzitecny, ale 1ze ho aplikovat jen na ktivky,
které jsou po ¢astech C'!. Nesplituje-li ktivka tento pfedpoklad, nezbyva nez pouzit obecnou de-
finici délky ktivky, nebof ta diferencovatelnost kfivky nevyzaduje. Upozornéme také, ze vzorec
z Véty 6.3 nemusi byt délka kiivky ani v piipadé, ze ma integral ve vzorci dobry smysl. Uva-
zujme napt. kfivku ¢ danou grafem Cantorovy funkce, tzn. ¢(x) = (z, f(x)), z € [0, 1], kde f
je Cantorova funkce, viz Pfiklad 4.52. Funkce f je spojita a navic f'(z) = 0 pro s.v. z € [0, 1],
nebot f je konstantni na ,prostfednich” intervalech z mnozin C,,, viz Ptiklad 4.51. Potom

/01\/1+(f’(x))2dx:/011dx:1,

ale délka Cantorovy funkce neni 1. Kfivka, ktera by spojovala body (0,0) a (1, 1) a méla délku 1,
ani neexistuje (pro¢?). Skutecnou délku Cantorovy funkce spocitame v nasledujicim priklade.

Priklad 6.7 (Délka Cantorovy funkce): Spocitame délku kiivky ¢(x) = (z, f(z)), x € [0,1],
kde f je Cantorova funkce. Nejprve ukazeme, ze délka ¢ je nejvyse 2. Uvazujme libovolné déleni
0:0=x9<z <--- <z, = 1intervalu [0, 1]. Potom

lo(9) = Z (i, f:)) = (iy, fia))]

je délka lomené ¢ary spojujici postupné body (0, 0) = (zo, f(x0)), (z1, f(z1)), .- -, (Tn, f(xn)) =
(1,1). Protoze je f neklesajici, je také lomena ¢ara uréena délenim o neklesajici. Nyni si staci
rozmyslet, ze zAdna neklesajici lomena ¢ara spojujici body (0,0) a (1, 1) nemtze mit délku vétsi
nez 2 (extrémni ptipad je ¢ara spojujici po fadé body (0, 0), (0, 1), (1, 1), piip. (0, 0), (1,0), (1, 1)).
Proto /,(¢) < 2 pro kazdé déleni o intervalu [0, 1]. Odtud plyne, Ze ¢ je rektifikovatelna a jeji
délka spliuje

U(o) = sup lo(¢) < 2.

Dale dokazeme také opacnou nerovnost £(¢) > 2. Oznacme si {1(¢) = {(¢p,1/3) délku
Cantorovy funkce zizené na interval [0, 1/3]. Ziejmé ¢ (¢) nemtze byt delsi nez usecka spo-
jujici body (0,0) a (27%,371), neboli

li(¢) > l+i

22 32
Uvédomime-li si také, Ze graf Cantorovy funkce v intervalu [2/3, 1] je jen posunuty graf Can-
torovy funkce v intervalu [0, 1/3], tedy stejné délky, dostaneme vztah

) =20(0) + 1.

kde 1/3 pfedstavuje délku Cantorovy funkce v intervalu (1/3,2/3), na ném? je konstantni.
Postupujme analogicky zuZzenim analyzy do intervalu [0, 1/3]. Pro l5(¢) := £(¢(0,1/9)) do-
staneme

1 1

1
la(¢) > §+§ a 51(415):252@5)"'5-
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Obecné pron € Na /,,(¢) := {(dj,3-»)) mame

1 1 1

gn(¢) > 2% + BE a fn_1(¢) = 2€n(¢) + —.

Odtud snadno indukci odvodime, Ze

n

-z R ()2 )

j=1 7=0

pro kazdé n € N. Nakonec posleme-li n — 0o, dostaneme nerovnost

1
21433 (3) -
=0
Uzavirame tedy, ze {(¢) = 2.

6.2 Krivkovy integral 1. a 2. druhu

V této casti zavedeme tzv. kiivkovy integral dané skalarni funkce f : R” — R nebo vektorové
funkce F': R" — R". Vzhledem k fyzikalnim aplikacim se zde ¢asto misto funkci mluvi o daném
skalarnim resp. vektorovém poli, nebot f pfifazuje bodu © = (xy,...x,) prostoru R" skalar
f(z) € Ra F vektor F(z) = (Fi(x),...,F,(z)) € R" Ve fyzice mize vektorové pole F
predstavovat napf. pole elektrické, magnetické, gravitacni, atd. Skalarni pole f muze byt napt.
jejich potencial.

Integral skalarniho pole f podél kiivky ¢ je tzv. kfivkovy integral 1. druhu. Funkei f : [¢] —
R" nazyvame integrabilni na po ¢astech C! kiivce ¢ : [a,b] — R", pokud (fo¢)||¢'|| € L([a, b]).
Definice 6.8 (Kiivkovy integréal 1. druhu): Necht ¢ : [a,b] — R™ je po ¢astech C' kfivka
a f : [¢] — R je integrabilni funkce. Integral

/fds —/ O LG

nazyvame krivkovy integral funkce f podél krivky ¢ 1. druhu.

Poznamka: 1. Vsimnéte si, ze ((¢) = f¢ 1ds, viz Véta 6.3.
2. Podobné jako délku kfivky bychom mohli definovat i kfivkovy integral 1. druhu pro $irsi
tridu kiivek pomoci déleni. Nicméné vzhledem k aplikacim a integralnim vétam, které chceme
v této ¢asti dokazat, bude tfida po ¢astech C* kfivek zcela dostacujici.

Cislo [, fds pfedstavuje celkovy ptispévek skalarniho pole f podél kiivky ¢. Napf. v me-
chanice, modeluje-li kiivka ¢ néjaky drat, jehoz rozlozeni hustoty v prostoru popisuje funkce
p:l¢] > R, budem = [ » pds hmotnost dratu.
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Priklad 6.9: Hmotnost oblouku paraboly y = 2%, x € [—1, 1], jejiz hustota v bodé (z,y) je

plz,y) = |z
m:/pds,
¢

kde ¢(t) := (t,2t*) pro t € [—1, 1]. Potom podle definice kfivkového integralu 1. druhu mame

1 1 1 1 1
m:/ p(t,2t2)||¢’(t)||dt:/ |t|\/1+8t2oh¢:2[ﬂ (1+8t2)3/2] =§~
—1 -1 0

Krivkovy integral 1. druhu nezavisi na parametrizaci kiivky.

Véta 6.10: Necht ¢ : [a,b] — R po ¢astech C! kiivkaa ) = ¢ o & : [c,d] — R, kde
¢ : lc,d] — [a,b] je spojita a difeomorfismus (¢, d) na (a, b), potom

/(ﬁfds:/wfds

pro kazdou integrabilni funkeci f : [¢] — R™.

Diikaz. Tvrzeni vyplyva z Véty 5.79 o substituci, podle které mame

/f DI (6)]|dt = /f¢£ DIl EDDIIE @)dt = /f DIl (s)]lds.

]

Integraci vektorovych poli podél kiivky zavadime tzv. krivkovym integralem 2. druhu. Vek-
torovou funkci F' = (Fy,...,F,) : R® — R" nazveme integrabilni na po ¢astech C' ktivce

¢ : |a,b] — R™, pokud (F; o ¢) ¢, € L([a,b]) pro kazdé i € n.

Definice 6.11 (Kfivkovy integral 2. druhu): Necht ¢ : [a,b] — R" je po ¢astech C! kfivka
a I : [¢] — R™ je integrabilni vektorova funkce. Integral

b
/ Fods:= / (F(6(t), &/(1))dt
) a

nazyvame krivkovy integral funkce F' podél kfivky ¢ 2. druhu. (Zde (-, -) je euklidovsky skalarni
soucin v R™)

Poznamka: Pro kiivkovy integral 2. druhu se také pouziva znaceni

/F-ds::/Fldx1—|—~"+Fndxn.
¢ é

Samotnému vyrazu Fdzy + --- + F,dx, lze dat konkrétni vyznam, je to tzv. diferencialni
1-forma. Integrace obecnych diferencialnich forem je pfedmét studia analyzy na varietach.
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Abychom ziskali alespon intuitivni porozuméni vyznamu kiivkového integralu 2. druhu,
ukazeme si nejprve, jak ho lze vyjadrit pomoci kfivkového integralu 1. druhu. Uvazujme pro
jednoduchost ktivku ¢ : [a,b] — R" takovou, ze ¢ € C'((a,b)). Necht ¢ je navic regularni,
tzn. (Vt € (a,b))(¢'(t) # 0). Potom mazeme te¢ny vektor ¢'(t) ke kiivce ¢ v bodé t € (a,b)
normalizovat a zavést jednotkovy te¢ny vektor

e
TOW) = 1amn

Potom pro libovolné integrabilni vektorové pole F' : [¢] — R" mame

t € (a,b).

/¢ Fods= / (Flo(t)), ¢ (1)t — / (P60, T@))IIe ()t = /¢ (F, T)ds.

Vyraz (F,T) je az na znaménko velikost projekce pole F' do te¢ného sméru T ke kiivce ¢ -
tzv. tecna komponenta pole F' podél kiivky ¢. Z tohoto vztahu plyne, ze [ oL ds je celkovy
prispévek tecné komponenty pole F' podél kiivky ¢. Napt. v mechanice mize F' reprezentovat
silové polea [ s -ds je potom celkova energie, tzv. prace, kterou je tteba dodat ¢astici, abychom
ji pfesunuli po trajektorii urcené kiivkou ¢.

Piiklad 6.12: Elipsu v R?, kter4 vznikne priinikem valce a roviny dané rovnicemi

2?4y =1 a z=2y+1,
mlzeme parametrizovat tak, ze ¢(t) := (cost,sint,2sint + 1), kde ¢ € [0, 27]. Spocitame
féF -ds pro F(z,y,2) = (y, 2z, x). Tedy

27
/F-ds :/ ((sint,2sint + 1,cost), (—sint,cost,2cost)) dt
¢ 0

2m
= / (—sin®t + 2sint cost + cost + 2 cos* t)dt = 7.
0

Ktivkovy integral 2. druhu zavisi na parametrizaci kfivky, ale jen co do znaménka.

Véta 6.13: Necht ¢ : [a,b] — R po ¢astech C' kiivka a ) = ¢ o & : [c,d] — R, kde
€ : [e,d] — [a,b] je spojita a difeomorfismus (¢, d) na (a,b), potom pro kazdé integrabilni
F :[¢] — R plati:

F-ds, je-li € rostouci,
/ F.ds= f¢ J
Y - f¢ F-ds, je-li £ klesajici.

Diikaz. Z pfedpokladu plyne, Ze pro viechna t € (¢, d) je bud &'(t) > 0, nebo &£'(¢) < 0, nebo-li
¢ je bud rostouci, nebo klesajici na [c, d]. Ozna¢me

1, je-li £ rostouci,
W=
—1, je-li & klesajici.
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Potom aplikaci Véty 5.79 o substituci dostaneme
/F«bz/(FW®%W@MR=/(H¢%UMd®MﬁMt
1/1 c C
d b
=W/(Fwoﬂmmﬂmkﬁwﬂ:w/(Fw®%d®NHZW/F*B
c a ol

pro libovolné integrabilni F' : [¢] — R™, coz je tvrzeni véty. O

Poznamka: Krivky ¢ a1 = ¢o¢ jsou tzv. stejné orientované v pripade, Ze & je rostouci a opacné
orientované v pripadé, ze ¢ je klesajici. Krivkovy integral 2. druhu tedy neméni svou hodnotu pfi
reparametrizaci krivky zachovavajici orientaci a méni pouze své znaménko pfi reparametrizaci
obracejici orientaci.

6.3 Greenova véta

Greenova véta je prvni z fady uzite¢nych integralnich vét, které davaji do rovnosti integral
,Z néfeho” pres hranici jisté mnoziny a integral ,z néceho jiného® pfes samotnou mnozinu.
Vsechny tyto integralni véty predstavuji specialni pripady obecné Stokesovy véty z analyzy na
varietach (za jistych dodate¢nych predpokladt hladkosti) .

Uplné nejjednodussi situaci, kdy na jedné strané rovnosti integrujeme pies mnoZinu a na
druhé ptes jeji hranici, pfedstavuje fundamentalni véta integralniho poctu:

b
‘/fhww=ﬂ®—ﬂ®

pro f po ¢astech C' na (a, b). Nalevo integrujeme funkci ptes interval [a, b] a také pravou stranu
lze interpretovat jako jisty integral pfes hranici 0[a, b] = {a, b}. Znaménko minus u f(a) souvisi
s tzv. orientaci - zde pozitivni volbou prichodu intervalu [a, b] od a do b.

Abychom mohli vyslovit Greenovu vétu, budeme potfebovat definovat nékolik pojmu.

Definice 6.14 (Jednoducha, uzaviena, Jordanova kfivka):

1. Kfivka ¢ : [a,b] — R" se nazyva jednoducha, pravé kdyz je ¢ prosté.

2. Ktivka ¢ : [a,b] — R" se nazyva uzavrend, pravé kdyz ¢(a) = ¢(b).

3. Ktivka ¢ : [a,b] — R"™ se nazyva Jordanova, pravé kdyz ¢ je prosténa [a, b) a p(a) = ¢(b).

Stopa jednoduché kiivky neprotina sama sebe. Stopa uzaviené kiivky ma stejny pocatecni
bod ¢(a) a koncovy bod ¢(b). Stopa Jordanovy kiivky je uzaviena a neprotini sama sebe vyjma
bodu ¢(a) a ¢(b).

Je-lin = 2, fekneme, 7e kompaktni mnozina S C R? mé po éastech C' hranici, pokud exis-

tuje m € N a po ¢astech C* Jordanovy ktivky ¢y, . . ., ¢, jejichZ stopy jsou po dvou disjunktni
a plati:

95 = U[¢j]-
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Tedy hranice S nemusi byt souvisla (S mtze mit ,diry“). Déle hranici 0S nazveme kladné ori-
entovanou, pokud kazda z kiivek ¢; : [aj,b;] — R? ma tu vlastnost, ze prochazi-li parametr ¢
interval [a;, b;] od bodu a; k bodu b;, je mnozina S vidy vlevo od bodu ¢;(t). Pfesnéji pfedpo-
klddame, ze v kazdém bodé t € [a;, b;], kde je ¢; diferencovatelna, je ¢(t) # 0 a jednotkovy
normalovy vektor n := (—T3,T1) v bodé ¢;(t), kde T' = (T1,Tz) = ¢}(t)/||#;(t)] je jednot-
kovy te¢ny vektor v bodé ¢;(t), mifi do mnoziny S, tzn. ¢;(t) + en € S pro vsechna € > 0
dostate¢né mala, viz Obrazek 19.

Obrazek 19: Kompaktni mnoZina s po ¢astech C'! kladné orientovanou hranici.

Nyni mtzeme zformulovat Greenovu vétu, v niz pouzijeme znaceni

F-ds:= /F-ds

kde mnozina S aktivky ¢1, . . . , ¢,,, maji vy$e popsany vyznam. Navic budeme psat dm?(z, y) =
dxdy pro Lebesgueovu miru v R?, jak je zde obvyklé.

Véta 6.15 (Green): Necht S C R? je kompaktni mnozZina s po ¢astech C'! kladné orientovanou
hranici. Predpokladejme dale, ze 2 C R? je oteviena, S C Qa F' : Q C R? — R? je tiidy C*

na 2. Potom plati:
0F, O0F
F-ds:/(———) dxdy.
/as s\ O Ay

Diikaz. 1) Nejprve budeme uvazovat velmi omezenou tfidu tzv. jednoduchych mnozin S, pro
které bude snadné ovéfit tvrzeni Greenovy véty. Mnozina S se nazyva jednoducha, pravé kdyz

S={(z,y) eR* | z € [a,b], p1(z) <y < pa(x)}
={(z,y) e R* |y € [e,d], Pn(y) <z < ha(y)},

kde ¢y, ¢ resp. 11, 15 jsou po ¢astech C'! funkce na [a, b] resp. [c, d]. Tedy jednoducha mnoZina
S je ohrani¢ena grafy dvou po ¢astech C* funkei jak od z, tak od .
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Predpokladejme tedy, ze S je jednoducha mnozina s pozitivné orientovanou hranici. Potom
podle prvniho vyjadieni S je hranice 0S sjednocenim stopy kiivky dané rovnici y = ¢1(x)
orientované zleva doprava, stopy kfivky dané rovnici y = ¢(x) orientované zprava doleva
a dvou vertikalnich usecek s * = a a x = b, které mohou degenerovat v jeden bod. Ukazeme, Ze
pro vektorové pole F' s nulovou druhou komponentou, tj. F' = (F},0), plati vzorec z Greenovy
véty. Leva strana vzorce je rovna

b @2(b)
/ (F1,0) - ds = / (Fy(x, 61(x)), 0)(1, &, ()T + / (F1(b.),0)(0, 1)Tdy
0S8 a ¢1(b)

#1(a

a )
+ / (Fy (2, (), 0)(1, () " + A (Ri0.9).0/0.17dy

2(a
:/ (Fi(z, 61(2)) — Fi(z, 6o())) da

Tento vyraz dostaneme i na pravé strané, protoze

OF #(2) g b
- [ kaaay = - / / o iy = / (Fi(z, 61 () — F(x, o)) da
Tedy
/(Fl,O)-ds: aFldxdy
a8 s Oy

Zcela analogicky ovéfime, vyjadiime-li hranici 85 druhym zptsobem pomoci v a 1, Ze
pro vektorova pole tvaru F' = (0, F3) plati:

0,F)-ds= | —daxdy.
/as( 2 s Oy

Nyni sta¢i oba vysledky zkombinovat a dostaneme pro obecné C! vektorové pole F' = (Fy, I}),

ze
oFy, 0F;
F-ds:/ F,0 -ds+/ 0, F. -ds:/<———)dxdy,
/as as( ' ) as( 2) s \ Oz dy

coz jsme chtéli dokazat.

2) Kdyz uz vime, Ze Greenova véta plati pro jednoduché mnoziny, mizeme jeji platnost
snadno rozsifit na mnohem obecnéjsi tfidu mnozin S, které lze rozlozit na konecné sjednoceni
mnozin Sy, . .., .Sy, takovych, zZe plati:

i. Mnoziny 51, ..., S, maji po dvou disjunktni vnitrky.

ii. Prokazdé i € 7 je S; jednoducha mnozina s kladné orientovanou po ¢astech C! hranici.

Viz Obrazek 20. JelikoZ spole¢né hranice mnozin Sy, . . ., .S, je mnozina Lebesgueovy miry nula,

mame
0F, 8F1 0F, 8F1

319



Také ale plati rovnost

F.-ds= / F-ds,
/BS ZZ:; a5S;

protoze vSechny kfivkové integraly pies ty casti hranic mnozin S;, které nejsou ¢asti hranice
S, se vynuluji. VSimnéte si, Ze je-li C' spole¢na hranice mnozin S; a S;, ¢ # j, potom je stopou
dvou kfivek, které jsou opacné orientované. Tudiz ty Casti integral [, g, @ fs s, pfes spole¢nou
hranici C' se odectou, viz poznamku za Vétou 6.13. Nyni jiz staci aplikovat Greenovu vétu na
jednotlivé integraly pfes jednoduché mnoziny Sy, ..., Sy,.

Obrazek 20: Piiklad rozkladu mnoziny z Obrazku 19 na jednoduché mnoziny.

3) Ttida mnozin S, pro které jsme Greenovu vétu dokazali, je dostacujici pro mnoho apli-
kaci. Nicméné ne kazdou kompaktni mnozinu s po ¢astech C'! hranici lze zapsat jako sjednoceni
kone¢ného poctu jednoduchych mnozin. Kompletni dikaz obecné Greenovy véty zde neuve-
deme, protoze vyzaduje jistou dodate¢nou technickou masinerii, tzv. rozklad jednic¢ky. Zaujaty
Ctenaf najde vice detaild v dodatcich. [

Poznamka: Je zajimavé a nékdy i uZite¢né, Ze plochu mnoziny S C R? lze pocitat pomoci
kfivkového integralu 2. druhu podél hranice S. Je to mozné udélat dokonce vice riznymi zpt-
soby, napf.

m(S):/dedy:/as(x,O)-ds:—/as((),y)-ds:%/&q(—y,x)-ds,

jak vyplyva z Greenovy véty.
Priklad 6.16: Bylo by obtizné pocitat pfimo kfivkovy integral 2. druhu vektorového pole

F(z,y) = (\/ 1+ 22 — ye™ + 3y, 2* — ze™ + In(1 + ys))
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pies kladné orientovanou kruznici ¢ uréenou hranici kruhu D = {(z,y) € R? | 2% + y? < 1}.
Aplikaci Greenovy véty ale dostaneme vysledek témér okamzité, nebot

/F-ds:/ (2 [2” — 2™ + In(1 + ¢°)] —2[\/1+x2—yemy+3y])dxdy
¢ p \Ox dy

= / (22 — 3)dzdy = —=3m(D) = —3m,

kde jsme vyuzili toho, Ze integral [ 2zdazdy = 0 ze symetrie.

Priklad 6.17 (Plocha Descartova listu): Spocitame plochu Descartova listu, coz je omezena
mnozina S v R? s hranici uréenou rovnici 2° + y* = 3axy, kde a > 0, viz Obrazek 21. Parame-
trizujeme-li hranici S pomoci polarnich soufadnic ¢(0) := (r(6) cos 0, () sin 0), zjistime, ze

3asinf cos [O E]
sin® @ + cos3 6’ ’

r(6) = 5

Potom podle Greenovy véty muzeme plochu S pocitat nasledovné:

/¢( y,) - ds :1/W/2(—r(9)sin9,r(9)cosﬁ) (:E ggffg;:g ));IS‘Z> a0

”/ 1 3atgh \’ 9 , [~
0)do = — 3 = —a
0 2 1+tg’6 c082€ 2" 1+t3
3
2

1 [ee]
2 _ 2
¢ [ 1+t3}

kde jsme provedli substituci ¢t = tg 6.

NN|W N~ N

6.4 Plocha a plosné integraly 1. a 2. druhu

V této ¢ésti si zavedeme integraly skalarnich a vektorovych poli pies plochy v R3. Nejprve si
musime vyjasnit, co budeme rozumét plochou v R? a také co znamena, 7e je plocha po éastech
tridy C'. Hned od za¢atku budeme pracovat se specialni tftidou podmnozin R?, které budeme
nazyvat parametrizované po éastech C' plochy. To sice neni nejobecnéjsi definice pojmu po
¢astech C plocha, ale jeji technicka sloZitost je pfijatelna a pfitom zahrnuje dostate¢né bohatou
tfidu mnozin. Navic ndm umozni pomérné rychle odvodit vysledky zasadni pro aplikace.

Definice 6.18 (Parametrizovana po ¢astech C' plocha v R?): Mnozinu S = S; U - - U Sy, kde
S; C R3 pro kazdé i € k, splnujici:

1. (Vi € k)(3Q; C R? neprazdné oblast )(3®; : ; — R? tiddy C)(®;(€) = S99),

2. prokazdéi,j € ki 7, je prunik S; N S; bud prazdny, nebo konecné sjednoceni stop
po ¢astech C* kfivek,

nazyvame parametrizovanou po éastech C' plochou v R?. Mnozina S oznacuje vnitfek mno-
ziny S; v topologii S.
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Obrézek 21: Descartuv list.

Poznamka: Parametrizovana po ¢astech C'* plocha se tedy sklad4 z kone¢ného poétu mnozin,
které jsou obrazy spojité diferencovatelnych zobrazeni ®; z oteviené a souvislé podmnoziny R?
do R? (parametrizace) a navic ze ,spole¢nych ¢asti nizsi dimenze“, viz konkrétni piiklady niZe.
Vsimneéte si, Ze na rozdil od kiivek je parametrizovana plocha mnozina a nikoliv zobrazeni. To
zdlraznuje slovo parametrizovana. V této logice je parametrizovana plocha vicedimenzionalni
analogie stopy krivky.

Priklad 6.19: Sféra S = {(x,y,2) € R® | 22 +y°+ 2% = a*?} o poloméru a > 0 je parametrizo-
vané po ¢astech C'! plocha v R3, nebot ji Ize napf. slozit z dolni a horni hemisféry S = S; U Sy,
kde Sios = ®;(Q;), parametrizace Q; : £2; — R3 Ize volit jako hladka zobrazeni

Oi(z,y) = Va> -2 —y? a Pyz,y) = —va® —a? —y?
na mnoziné
Q= Qy = {(z,y) € R? | 4P < a2}.

Prinik S; NSy = {(x,y,2) € S | z = 0} je kruznice (,rovnik®), a tedy stopa kfivky tiidy C".
Jinou volbou je napf. rozklad S = S; U 53 na levou a pravou hemisféru, které parametrizu-
jeme zobrazenimi ®; : ; — R3 uréenymi sférickymi soufadnicemi:

Dy (u,v) = Py(u,v) = (acosucosv,asinucosv,asinv),

kde . .
Q= (—m,0) x (—7/2,7/2) a Qo= (0,7) % (—7/2,7/2).

Prinik S; NSy, = {(x,y,2) € S | y = 0} je opét kruznice (,polednik®).
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Piiklad 6.20: Hranice (plného) valce V = {(z,y,2) € R® | 22 + 4> < a® A 0 < 2 < b}
o poloméru a > 0 a vysce b > 0 je parametrizovana po ¢astech C' plocha v R®. MnoZinu
S := 0V muZeme napt. rozlozit na dvé poloviny plasté valce

Syi=A(z,y,2) [ 2+ =a®> N 0<z2<b A 2 <0},

Sy i={(z,y,2) | 2* +9y*=a* AN 0<2z<b A x>0}
a dvé podstavy

Sz = {(2,9,0) | 2* + y* < a*}, Sy = {(z,y,b) | 2* +y* < a*}.
Moznou volbou parametrizaci ®; : €; — S?° je napt.

®y(u,v) := (acosu,asinu,v), Q= (—m0)x (0,b),

Oy (u,v) := (acosu,asinu,v), Qo :=(0,7) x (0,b)

O3(u,v) := (u,v,0), Py(u,v):= (u,v,b), Q3 = Qq := {(u,v) | v* +v* < a’}.

Ovéfeni, ze pruniky S; N S}, i # j, jsou bud prazdné, nebo stopy C" kfivek, je jednoduché a je
prenechano Ctenafi.

Piiklad 6.21: Hranice (plného) kvadru K = [a, b] x [c, d] X [e, ] je parametrizovana po ¢astech
C' plocha v R3. Mnoziny S;, i € 6, Ize volit jako jednotlivé stény kvadru K. Detailni ovéieni
definice je pfenechano ¢tenafi jako cviceni.

Predpokladejme na chvili, Ze S je plocha parametrizovana jedinou funkci @, tj. £ = 1 v De-
finici 6.18. Tedy ® : Q — S je tiidy C*, kde Q C R? je oblast. Navic necht h(D®) = 2 na Q.
Zvolme pevné (ug, vg) € 2. Parametrizace ) urcuje na plose S dvé dulezité kiivky prochazejici
bodem ®(ug, vg), které jsou dany zobrazenimi

D, (u) :=P(u,v9) a Pyy(v) = P(up,v)
pro u, v € €. Te¢né vektory ke kiivkam ®,, a ®,,, v bodé (ug, vg) jsou
0P ox 0 0z
Ty = %(UO,UO) = (%(UO,UO); a—z(UO,UOL %(Uowo))
0P ox 0 0z
Tvo = %(UOJJO) = (%(UO,UO), a—g(uo,vo)7 %(u()?/UO))?

kde jsme pouzili znaceni jako napft. ve Vété o implicitni funkci a oznadili si komponenty para-
metrizace O:
(u,0) = (2(u,0), y(u,0), 2(0,0)),  (u,0) €O

Vektory T, a T, jsou linedrné nezavislé, nebot jsou to sloupce matice D®(ug, vp), ktera
ma dle pfedpokladu hodnost 2. Tedy T, a T, urcuji te¢nou rovinu k plose S v bodé ®(ug, vy).
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Normalovy vektor této roviny, tj. vektor kolmy na oba vektory 7, a T;,,, 1ze volit jako vektorovy
soucin oy, 2) 8(z.2) 3. 1)
y? z Z? x ‘/L" y
Tuy X Toy = | | 57— | (w0, v0), | 77— | (vo; -
o< T = (|| oo e i)

Z linearni nezavislosti vektora T, a T,,, vyplyva, ze T,,, X T,,, # 0.V takovém pfipadé mizZeme
zavést jednotkovy normalovy vektor k plose S v bodé ®(ug, vy) vztahem

(u07 UO)?

Ty X T,

o % v (76)
[ Tue % T |

n = n(ug, vo) :=
Vsimneéte si, ze jsme provedli jednu volbu jednotkového norméalového vektoru ze dvou moznosti
lisicich se znaménkem.
Nyni mizeme zavést integral skalarniho pole f : S — R pres plochu S. O funkci f :
S — R fekneme, Ze je integrabilni na parametrizované Cl ploge S = S; U --- U Sy, pokud
(f o ®;)[|0uP; x 0,P;]| € L(£2;) pro kazdé i € k.
Definice 6.22: Bud S = S; U --- U S}, parametrizované po ¢astech C* plocha, kde mnoziny

Si,...Sk jsou jako v Definici 6.18. Necht f : S — R je integrabilni funkce na S. Potom defi-
nujeme plosny integral funkce f pres plochu S 1. druhu vztahy:

/Sde ;:i/s £ds, (77)
~ s,

ke 00, 09,
/Side — /Qif(cbz-(u?v))H s O dua
pro kazdé ¢ k. Specialné obsah plochy definujeme vztahem
. : 00, 99,
A(S)::/SldS:iZI/SildS:izl/Qi 5o X || dudv (78)

Poznamka: Druhy bod z Definice 6.18 zarucuje, ze casti .S, které se integruji v integralech
napravo v (77) vicekrat, tj. praniky .S; N S}, do integralt neprispivaji.

Poznamka: Pripomerime, Ze pro vektory a, b € R3, plati vzorec:

la > bl = /llall[[b]]? = (a, )2

Ten byva uzite¢ny pfi vypoctu konkrétnich plosnych integralt 1. druhu, viz pfiklady nize.
Priklad 6.23: Spocitame plo$ny integral 1. druhu funkce f(x,y,2) = 2%z pies plast valce
S = {(x,y,2) € R® | 22 +y> =1 A 0 < z < 1}. Zvolime parametrizaci S pomoci
cylindrickych soufadnic:

O (u,v) = (cosu,sinu, v)
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kde (u,v) € Q := (—m,7) x (0, 1). Jelikoz

‘ = ||(cosu, sinu, 0)|| = 1,
dostavame

/de—/f(cosu,sinu,v) dudv/ / v COS ududv—
S Q —m

Ze vzorce (78) neni zfejmé, pro¢ pravé tento vztah je smysluplna definice pro obsah plo-
chy S. Motivaci pro tuto definici si jen nazna¢ime. Ziejmé sta¢i uvazovat plochu S C R? pa-
rametrizovanou jednou parametrizaci ® € C(1Q). JelikoZ je €2 oteviena, miizeme ji pro pevné
zvolené k € N aproximovat zevniti ¢tverci o strané napt. 27% tak, jako v Lemma 5.78. Na ka%-
dém étverci Q = [u, v+ 27%] x [v, v + 27%] z mnoziny A;(Q) C © aproximujeme odpovidajici
¢ast plochy S, tj. ¢(Q), rovnobéznikem se stranami danymi vektory ¢ (u + 27k, v) — & (u,v)
ad (u, v+ 2_’“) — @ (u, v). Pfipometime, 7e norma vektorového sou¢inu vektort a, b € R3 je
rovna pravé obsahu rovnobézniku, jehoz strany jsou dany vektory a a b. Obsah naseho rovno-
bézniku je tedy roven

o0 o0
ou ov

0D 8@
8u

H [(ID (u+ Q_k,v) - (u,v)} X [(IJ (u,v + 2_’“) — & (u, U)} H ,

coz je pro k velké podle Véty o prirtistku pfiblizné rovno

0P 0D\ _y |[0P 0P| ,
‘%X% ‘&u (%m(Q).
Obsah celé plochy S Ize pak odhadnout vyrazem
oo 09|
Z 0 S oo ll™ (Q)-

QCAL(Q)
Posledni vyraz lze chapat jako integral funkce

OTES Z

QCAR(D)

0P " 0P
ou ov

Diky predpokladu ® € C'(Q) lze ukazat, 7e ¢p — ||, P x 9,®| pro k¥ — oo bodové na
a s pomoci Lebesgueovy véty dale argumentovat, Ze [, ¢, konverguje pro & — oo k integralu

0d 09

9 5 dudw.

Jinymi slovy pokud aproximujeme obsah plochy S souc¢tem obsahii malych rovnobéznikii
urcenych te¢nymi rovinami k plose S v bodech déleni mnoziny €2 a déleni zjemnujeme, dosta-
neme v limité integral (78).
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Podobné jako kfivkovy integral 1. druhu také hodnota plosného integralu 1. druhu nezavisi
na reparametrizaci parametrizované plochy S. Reparametrizaci zde rozumime to, Ze parametri-
zace O, : (); — 5, jednotlivych casti S;, viz Definice 6.18, nahradime novymi parametrizacemi
U, = ®;0& : Aj — Si,kde & : Aj — € je difeomorfismus oblasti A;, Q; C R2. Ziejmé
diky aditivni definici (77) sta¢i tuto nezavislost ovéfit pro C'! plochu parametrizovanou jedinou
funkci (k = 1 v Definici 6.18).

Véta 6.24: Necht S je parametrizovana C! plocha v R?, pro niZ existuje oblast Q C R*a & :
Q — R3 tridy C* tak, ze ®(2) = S. Necht je dale A C R? oblast a £ : A — (2 difeomorfismus.
Potom pro ¥ := ® o £ a libovolné integrabilni f : S — R plati:

/f (u,v) ’8(1) 0P dudv—/f (s,t)) Ha\p a‘Idedt

Ditkaz. Piseme-li £(s,t) = (u,v), dostaneme aplikaci fetézového pravidla rovnosti

oF _0%0u 000 o¥ _000u 00
ds  ouds  ovds ot ouodt  ovot

ov OV _ (0% 0%\ (Oudv Jubv) (0P O\ 4 p
9s ot \ouw v )\asar atos) ” \ou ™ au )i

Potom

kde jsme vyuzili toho, ze vektorovy soucin linearné zavislych vektort je nula. Tudiz podle
Véty 5.79 o substituci je

H ov ov od 09

O x O asat = [170oets.n |5 x G2 ets. 00 | et D asar

/f (u,v) ’a—q)xa—@dudv

O

Priklad 6.25 (Obsah plochy grafu funkce): Uvazujme plochu S, ktera je grafem funkce g : Q2 C
R? — R? tfidy C"' na oblasti (2, tedy S = {(z,v, g(z,y)) € R? | (z,y) € Q}. Potom se nabizi
volit parametrizaci ®(z,y) := (z,y, g(x,y)) pro (z,y) € Q. Ziejmé je

0P Jg od Jdg
= (1.0 22 il 1. 22
Oz < 0 3:'3) t oy (O’ ’ 3y)
2 2 2 2 2
0P 0® 09 0 0
ox ox’ Oy ox dy
Tudiz podle (78) dostavame vzorec pro obsah plochy S ve tvaru

AN
S):/Q\/H<£) + ai) dady. (79)

a odtud

a_q)2
dy

od 09
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Priklad 6.26 (Povrch koule): Odvodime znamy vzorec pro povrch koule o poloméru a > 0
dvéma zpusoby.

Polozme S := {(z,y,2) € R® | 22 + y? + 2? = a*}. Zfejmé stadi spocitat obsah napt. horni
hemisféry S, := S NR? x R,. Ta je grafem funkce

9(z,y) == Va* —x? —y?

pro (z,y) € Q = {(x,y) € R? | 22 + y* < a*}. Kratkym vypoctem zjistime, ze

2 2
1+ (22) 4 (%) - ¢ .
Oz oy [aZ — 3% — 2

Tudiz podle (79) mame

A(S)

dxdy.

a
—2A(S,) = /Q —
Po substituci do polarnich soufadnic nam vyjde

a

a 21 ar )
A(S):QA A \/ﬁdﬁdrzélwa [—Va2—T2] = 47a”.

0

Druhy postup vyuziva parametrizace pomoci sférickych souradnic
O (u,v) = (acosucosv,asinucosv,asinv)

pro (u,v) € (—m,7) X (—7/2,7/2). Obor hodnot & sice neni celé sféra S, nybrz S bez jedné
pulkruznice (,poledniku®), to ale nema na obsah S vliv. Jelikoz

0D . 0P . . :
— = (—asinucosv,acosucosv,0) a — = (—acosusinv, —asinusinv,acosv),
ou ov
vyjde nam
00 00| _ 02| 02| _ (02 02\ _ ,
ou’ ovl| ||ou ov o o) Y

a odtud opét dostaneme

T w/2
A(S) = / / a? cosvdvdu = 4ma®.
- J—m/2

Piiklad 6.27 (Obsah rota¢niho télesa): Uvazujme jednoduchou po ¢astech C! ktivku v R? s
parametrizaci ve tvaru

¢(t) = (0,y(1), 2(1)), t € la,b].
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Najdeme parametrizaci plochy S, ktera vznikne rotaci stopy kfivky ¢ kolem osy 2. Zafixujeme-
lit € [a,b], vznikne rotaci [¢] v roviné z = z(t) kruznice o poloméru y(t) se sttedem v bodé
(0,0, 2(t)). Odtud vyvodime, Ze parametrizace rota¢ni plochy S je tvaru

B(t,0) = (y(t) cos B, y(t) sinf, =(1)),
kde t € [a,b] a @ € (—m, 7]. Snadno spocitame, Ze

%—(f = (y/(t) cos 6,9/ (t)sin 6, 2' (1)), g—? = (—y(t)sin b, y(t) cos6,0),

— [y O + (2())?

pro véechnat € (a,b)af € (—7?, 7r). TudiZ obsah S je dan integralem

9= [ [wonwor s coras= [wonsoia. e

Uvedme si nékolik konkrétnich prikladu téles, které vzniknou rotaci jednoduché ktivky:

8<I> 8(13

a) Sféra o poloméru a > 0 vznikne rotaci pilkruznice
o(t) = (0,acost,asint), te[-n/2,7/2].

Pro jeji obsah proto podle (80) plati:

/2
A(S) = 27r/ a? costdt = 4ma’.

—7/2

b) Plast valce o poloméru a > 0 a vysce b > 0 vznikne rotaci asecky

o(t) = (0,a,0t), te[0,1],
a proto

1
A(S) = 27r/ abdt = 2mab.
0

c) Plast kuZelu o poloméru a > 0 a vysce b > 0 vznikne rotaci usecky

o(t) = (0,at,bt), te0,1],

a proto

1
A(S) = 27r/ atva? + b2 dt = mava? + b2
0
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d) Torus vznikne rotaci kruznice (v roviné x = 0) o poloméru a > 0 se stfedem v bodé
(0,,0), kde b > a, kolem osy z. Jeho plast mizeme rozdélit na dvé ¢asti, které vzniknou
rotaci palkruznic

¢+(t) = (0,b+ acost,asint), te[—n/2,7/2].

Proto podle (80) pro obsah toru dostaneme

w/2 w/2

(b—acost)adt+27r/ (b+acost)adt
—7/2

A(S) = A(S_) + A(S,) = 2#/

—7/2

/2
= 47r/ abdt = 47%ab.

—7/2

Piiklad 6.28 (Povrch Vivianiho télesa): Spocitame povrch Vivianiho télesa, tj. obsah hranice S
télesa, které vznikne prinikem valce a koule dané nerovnostmi:

P+ <4d® a (v—a)?+yP<dd
kde a > 0, viz Obrazek 18. Tuto plochu mtzeme rozdélit na dvé ¢asti, valcovy plast
Syi={(z,y,2) ER® | 2® +y* + 2* < 4a® A (z—a)* +y* =d’}
a sférickou cast
Sy i={(z,y,2) eR® | 2® +y* + 22 =4a® A (z —a)’ +y* < a*}.

Vzhledem k symetrii télesa staci po¢itat obsah napf. €asti z kladného oktantu R?.
Valcovy plast S, parametrizujeme pomoci cylindrickych soufadnic:

O (u,v) := (a+ acosu,asinu, av) ,

kde u € (0,7) av > 0, omezime-li se jen na ¢ast valce v R3 . Abychom parametrizovali jen tu
cast valce, ktera se nachazi v kouli, dosadime soufadnice do nerovnice pro kouli a dostaneme

2 .
(a+acosu)” + a®sin®u + a*v? < 4a?,

coz je po zjednoduseni nerovnost
2cosu + v < 2.

Tim dostaneme parametrizaci plochy S, v R? ve tvaru

Sy NRY = {(a+acosu,asinu,av) |0 <v<v2—2cosu A ue(0,m)}.

Jelikoz

0, ( ) 0) L
= (—asinu, acosu a
ou ’ ’ ov

= (07 O7a)7

329



dostaneme

2

0D,
ov

w0

0. 09,
v

B 0D,
N ou

T pv/2—2cosu ™ T
A (Sv N Ri) = / / a’dvdu = a2/ V2 —2cosudu = 2a2/ sin (g)du = 4a’.
o Jo 0 0

(00, 00\
ou’ v )

a proto pro plochu mame

Stérickou ¢ast Sy omezenou na R? parametrizujeme sférickymi soufadnicemi
D (p,0) := (2acos @ cos b, 2asin ¢ cos O, 2asin )
kde ¢ € (0,7/2) a6 € (0,7/2). Z omezeni na valec dostaneme nerovnost
(a — 2a cos @ cos 9)2 + 4a* sin® p cos? § < a?,

coz je po zjednoduseni
(cosf — cos ) cos B < 0.

Jelikoz pro 6 € (0,7/2) je cosf > 0 a kosinus je klesajici funkce na (0, 7/2), dostaneme z
posledni nerovnosti jednoduché omezeni ¢ < 6. Tudiz

SsNR3 = {(2acosg0c:os€,2asing0cos€,2asin9) ‘ 0<p<b< g}

Jednoduse spocitame, ze

d
0P, = (—2asin ¢ cos b, 2a cos p cos b, 0)
dp
a
0D, . _ _
50 = (—2a cos psin 6, —2asin g sin 6, 2a cos b)) .
Odtud - 90
a tudiz

/2 0 /2
A(S,NRY) :/ / 4a2C089d<,0d9:4a2/ 0 cos 0 df = 2a*(m — 2).
0 0 0

Celkem tedy pro povrch Vivianiho télesa dostavame

A(S) =4A (S, NRY) +4A4 (S, NRY) = 8ma®.
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Plosny integral 2. druhu je integral vektorového pole pies plochu, ktery se zavadi jako in-
tegral normalové komponenty pole pres plochu S, tj. vztahem

/SF -dS = /S(F, n)ds, (81)

kden = n(z,y, z) je jednotkovy normalovy vektor k plose S vbodé (x,y, z) € S.Pfipomeneme-
li si vztah (76), dojdeme k nasledujici definici plosného integralu 2. druhu. O funkci F' : S — R3,
kde S = S; U---U S je parametrizovana po ¢astech C! plocha z Definice 6.18, fekneme, Ze je
integrabilni na S, pokud skalarni sou¢in (F' o ®;, 9, ®; x 0,P;) € L(2;) pro kazdé i € k.
Definice 6.29: Bud S = S U - - - U Sy parametrizovana po ¢astech C'! plocha, kde mnoziny
S1, ... Sk jsou jako v Definici 6.18. Necht F' : S — R? je integrabilni vektorové funkce na S.
Potom definujeme plosny integral funkce F' pres plochu S 2. druhu vztahy:

k
/F-dS::Z/ F-dS,
5 i=1 VS

/ F.dS ::/ (Focbi, 0P; aq)i) dudv (82)
S; Q; 8u 5’1}

Integraly v (82) zavisi na parametrizacich ®; z definice parametrizované plochy S. Jedno-
duchou modifikaci dikazu Véty 6.24 dokazeme nasledujici tvrzeni.

kde

pro kazdé i € k.

Véta 6.30: Necht S je parametrizovana C' plocha v R?, pro niZ existuje oblast Q@ C R* a @ :
Q — R3 tiidy C? tak, ze ®(Q2) = S. Necht je dale A C R? oblasta ¢ : A — (2 difeomorfismus.
Potom pro ¥ := & o ¢ a libovolné integrabilni vektorové pole /' : S — R plati:

od 00 ov  ov
/Q<FOCI>,%x%>dudvzw//\(Fo\I/,ExE)dsdt,

kde w := sgndet D¢ (z predpokladt plyne, Ze bud det DE > 0, nebo det DE < 0 na celém A).
Diikaz. Postupuje se podobné jako v diikazu Véty 6.24. Detaily jsou prenechany ¢tenari. [

V pfedchozi vété bychom mohli fict, Ze plosny integral 2. druhu nezavisi na reparametrizaci
realizované difeomorfismem & zachovavajicim orientaci plochy S, tj. takové, ze det D > Ona A.
Naopak plosny integral 2. druhu zméni znaménko, pokud & méni orientaci S, tj. det D < Ona A
(napf. prohozeni parametrti u a v).

Samotny pojem orientace plochy jsme dosud nezavedli. V pfipadé kiivky je volba orientace
volbou ,kladného“ sméru na kfivce. V piipadé plochy je volba orientace oznaceni ,kladné®
strany plochy. V R? se orientace na ploge S zadavé volbou spojitého normélového pole, tj. za-
danim spojitého zobrazeni n : S — R3, které kazdému bodu plochy S ptitadi jednotkovy
normalovy vektor k plose S v tomto bodé (ze dvou moznych). ,Kladna“ strana S potom ozna-
¢uje stranu, ze které normalovy vektor vychazi. Spojitost zobrazeni n je zde zasadni pozadavek.
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Zaruluje, 7Ze se normalovy vektor n(z, y, z) méni spojité s bodem (z, y, z) pohybujicim se spo-
jité po plose S (néhle se nepteklopi). Specialné pohybuje-li se bod po uzaviené kiivce na S,
musi normalovy vektor v poc¢atecnim bodé kiivky prejit spojité v normalovy vektor v konco-
vém bodé.

Je dilezité poznamenat, Ze spojité normalové (jednotkové) pole nemusi na S vibec exis-
tovat. O takové plose fikame, Ze neni orientovatelna. Klasickym prikladem takové neoriento-
vatelné plochy je Mobitiv list, ktery lze zkonstruovat tak, zZe ustiihneme delsi prouzek papiru,
jeden konec otoc¢ime o 180 stupnu a konce slepime, viz Obr. 22. Zvolime-li na stiedové kruz-
nici v jednom bodé jednotkovy normalovy vektor a projdeme kruznici jednou dokola do téhoz
bodu, normalovy vektor se zméni na opac¢ny, méni-li se pii prochazeni kiivkou spojité. Tedy na
Mobiove listu nelze zadat spojité normalové pole. Intuitivné chapeme, Ze nelze rozlisit strany
Mobiova listu (jako kladnou a zapornou), protoze Mobiuv list ma jen jednu stranu.

Il

\RQ\\RR\
I

A\

Il

i
\\\l

Obrazek 22: Mobiuv list.

Vsimnéte si, Ze v integralu (81), ktery byl motivaci pro definici (82), jsme provedli konkrétni
volbu normalového vektoru n ur¢eného parametrizaci plochy, ackoliv jsme méli v kazdém bodé
dvé moznosti. Jinymi slovy v definici (82) jsme specifikovali orientaci na kazdé ¢asti S{° plo-
chy S volbou parametrizace ®,. Neni-li plocha S zadana konkrétni parametrizaci, je tfeba pro
vypocet plosného integralu 2. druhu orientaci na S zadat specifikaci normalového pole na 5,
viz nasledujici priklad.

Piiklad 6.31: Spocitame plosny integral 2. druhu funkce F'(z,y, z) := (22, yz,y) pres plast
kuzele
S={(z,y,2) eER*|2* +y*=2> AN O<z<1}

s orientaci uréenou normalovym vektorem, jehoz smér mifi dovnitr kuzele.
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Plochu S muzeme napf. parametrizovat zobrazenim
O(r,0) := (rcosf,rsind,r),
kde r € (0,1) af € (—m, 7]. Jeden normalovy vektor v bodé ®(r, #) plochy S je

0o " od

or 00
Tento vektor mifi dovnitt kuzelu pro kazdé r € (0,1) a @ € (—m, 7], coz je vidét napf. z toho, ze
jeho 3. slozka (z = r) je kladna. Zvolena parametrizace ® tedy zadava na S orientaci ze zadani
ulohy. Dostavame proto

Tt o0 09
/SF-dS_/_W/O (F(fb(r,&)),ax%)drde

T 1
:/ / ((r2 cos? 0, r*sin 6, rsin ), (—rcos @, —r sin@,fr)) drdo
—m JO

= (cosf,sinf, 1) x (—rsind,rcosf,0) = (—rcosf, —rsinb, r).

s 1
= / (—r3 cos® § — r®sin? 0 + r*sin 9) drdf = —%,
0

kde hodnotu —7 /4 posledniho integralu najdeme snadno po kratkém vypoctu.

Rozhodnout, zda je dana plocha orientovatelna je obecné obtizny problém. My se touto otaz-
kou vice nebudeme zabyvat. Poznamenejme, Ze ¢asty zpusob zadani orientace na orientovatelné
plose, ktera je hranici kompaktni mnoZziny R C R3, je volbou tzv. vnéjsi normaly k R, tedy spo-
jitym polem normalovych vektorti mificich mimo mnozinu R, viz popis pfed Vétou 6.33.
Poznamka: Predstavuje-li vektorové pole F' néjakou substanci v prostoru, napi. F' je rych-
lostni pole molekul tekutiny, je fyzikalni vyznam integralu [ (F,n)dS celkovy tok substance
plochou S z jeji negativni strany do pozitivni strany. Je proto pfirozené, Ze tato veli¢ina neni
zavisla na parametrizaci S zachovavajici orientaci a méni pouze znaménko pfi zméné orien-
tace. V tomto kontextu nema definice plosného integralu 2. druhu pro neorientovatelné plochy
dobry smysl, a proto ji néktefi autofi ani nedefinuji.

6.5 Gaussova veéta

Nasim cilem je dokazat vétu, ktera je 3-dimenzionalni analogii Greenovy véty. Pred tim si ale
jesté struéné shrneme tfi pouzivané derivace vektorové analyzy.

Pfipomenme, ze gradient diferencovatelné funkce f : 2 C R" — R, kde (2 je oteviena
mnozina, je vektorova funkce

gradeVf:(ﬂ 5’f)

oxy’  Ox,

Oznacime-li si formalné usporadanou n-tici

0 0
Pom (i),
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mizeme V kombinovat se skalarnim a vektorovym sou¢inem (pro n = 3) a definovat dalsi
dvé derivace vektorovych poli F' : Q C R" — R" tiidy C'. Divergence vektorové funkce
F € C'(Q) je skalarni funkce na  definovana vztahem

0Fy oF,
+

divF =V -F:=
o 8x1+ ox,,’

jejiz geometricky vyznam (nezavisejici na souradnicich) vyplyne pozdéji z Gaussovy véty. Na-
konec jesté v ptipadé, Ze n = 3, definujeme rotaci vektorové funkce F' € C'*(€2) jako vektorovou
funkci

ot F =V x F — (aFg _ 8F27 8F1 _ 8F3’ 8F2 _ 8F1) ,
8x2 81’3 8x3 8.731 8$1 8:152
jejiz geometricky vyznam vyjasni az Stokesova véta.
Shrneme nékolik uzite¢nych identit pro gradient, divergenci a rotaci. Budeme pouzivat zna-
¢eni div arot pro divergenci a rotaci, protoze identity jsou v této formé lépe ¢itelné, a grad pro
gradient, abychom zistali konzistentni.

Véta 6.32: Necht f,g: Q — RaF,G : Q — R" jsou tfidy C' na oteviené mnoziné 2 C R™.
Potom plati:

1)  grad(fg) = feradg + ggrad f,
2) grad(F,G)=(F-V)G+F xrotG+ (G-V)F 4+ G x rotF, (n = 3),
3) rot (fF) = frot F + (grad f) x F, (n = 3),
4) rot(FxG)=(G-V)F+ (divG)F — (F-V)G — (divF)G, (n = 3),
5) div(fF) = fdivF + (grad f, F),
6) div(F x G) = (G,rotF) — (F,r0tG), (n = 3),
kde
F
Z axz
Diikaz. Ovéreni identit je pfenechéno ¢tenafi jako Cviceni 6.7. [

Dvojici z operaci grad, div a rot lze nakombinovat péti riznymi zptsoby:
rotgrad f, divrotF, divgradf, graddivF, rotrotF,
kde f a F jsou tiidy C?. Prvni dvé kombinace jsou identicky nulové, tj.
rotgradf =0 a divrotF =0

pro kazdé f € C*(Q) a F' € C?*(Q), viz Cvi€eni 6.8. Tieti vyraz, ktery ma smysl pro libovolné
n € N, je tzv. Laplacian funkce f:

_ o2 , — O f
Af:Vf::dlvgradf:Z@
=1 =
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Laplacian hraje podstatnou tlohu v teorii harmonickych funkci a v matematické fyzice. Po-
sledni dvé kombinace nejsou tak vyznamné, ale dohromady davaji tzv. vektorovy Laplacian
funkce F:

V2F := graddivF — rotrot F' = (AFy, AFy, AF),

kde F' € C?%(). Ovéieni posledni rovnosti je pfenechéno ¢tenafi jako Cviceni 6.9.

Pfipomenme, Ze Greenova véta 6.15 davala do rovnosti integral pfes kompaktni mnozinu
v R? na jedné strané a kiivkovy integral 2. druhu pies hranici mnoZiny na strané druhé. Podobné
Gaussova véta srovnava (objemovy) integral pres kompaktni mnozinu R C R? s plosnym inte-
gralem 2. druhu pfes jeji hranici. Budeme pfedpokladat, Ze R je parametrizovana po ¢astech
C' plocha z Definice 6.18. O OR pak fekneme, Ze je orientovani normalovym polem n danym
vnéjsi jednotkovou normalou k R, pokud existuje normalové pole n na OR = Sy U --- U Sk
spojité na S°9% pro kazdé i € k a takové, Ze pro kazdé i € k a kazdé x € SOF je n(x) jed-
notkovy normalovy vektor k S;, ktery mifi vné R, tj. pro vSechna € > ( dostatecné mala je
x+en(z) ¢ R.

Gaussova véta je téz znama jako Gaussova—Ostrogradského véta nebo Divergencni véta. Z
tradi¢nich dtivod oznac¢ime Lebesgueovu miru na R® pismenem V' (Volume = objem), tj. v
Gaussové vété piseme dV misto dm3.

Véta 6.33 (Gauss): Necht R C R? je kompaktni mnoZina, jejiz hranice OR je parametrizovana

vevs

Déle necht F' : ) C R® — R3 je tiidy C! na oteviené nadmnoziné 2 O R. Potom plati:

/ (F,n)dS:/dideV.
OR R

Diikaz. Podobné jako v ptipadé Greenovy véty dokazeme Gaussovu vétu jen pro specialni pfi-
pad mnozin R, které jsou sjednocenim kone¢né mnoha jednoduchych mnozin. I tento specialni
pripad je v mnoha aplikacich zcela dostacujici. Diikaz obecného tvrzeni, ktery vyuziva tech-
nicky prosttedek, tzv. rozklad jednicky, najde ¢tenar v dodatcich.

1) Pfedpokladejme nejprve, ze R je jednoducha, tj.

R = {(I,y,Z) | (.I,y) S Wl A gOl(LL’,y) <z< QOQ(xvy)} (83)
={(z,y,2) | (z,2) € Wa A 3(,2) <y < pula, 2)}
= {(m,y, Z) | (y7Z> € W3 A 905(% Z) S x S (,Dﬁ(y,Z)},

kde Wy, W5, W3 C R? jsou kompaktni mnoziny a funkce ¢;, i € 6, jsou tfidy C! na vnitiku
odpovidajici mnoziny Wy, W5, nebo W3. Zapiseme-li vektorové pole F' = Fie; + Fhes + Fies,
kde {e1, €9, e3} je standardni baze R?, je jasné, e Gaussovu vétu staci dokézat pro jednotlivé
komponenty:
OF: OF: OF:
/ FinidS = | =24y, / Fon,dS = | =2dV  a / FynsdS = | =24v.

OR r O OR r Oy OR r 0z
Dokazeme pouze posledni rovnost a k tomu pouzijeme vyjadfeni (83), podle kterého je R mno-
zina mezi plochami, které jsou grafy funkci ¢ a 5. Zbylé dvé rovnosti se dokazi analogicky
za pouziti zbylych dvou vyjadieni jednoduché mnoziny R.
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Z vyjadieni (83) vyplyva, Ze hranice OR je plocha slozena ze tii ¢asti:

Sl = {(xvya gOl([L’,y))
Sy = {(z,y, va(2,y))

(z,y) € W1}, (,dno®)

|
| (z,y) € Wi}, (,vrsek®)

S3 = {)\({L’,y,gol(l’,y)) + (1 - /\)(Jf,y,(,OQ(ZL’,y)) | Ae [07 1] A (x,y) € an}’ (,,pléét’“).

Plocha Sj je sjednoceni vertikalnich tsecek spojujicich body (x,y, p1(z,v)) a (z,y, p2(x,y)),
kde (x,y) prochazi hranici ;. Normalovy vektor n k plose S; je vodorovny, tj. n3 = 0, a proto
plocha S5 do plogného integralu [, Fyng dS nepfispiva. Tedy

/ angdS:/ F3n3dS—|—/ F3ﬂ3dS.
OR S1 Sa

Normaélovy vektor k plose So, ktery jesté nemusi byt normalizovany (oznaceno vinkou), je

1,0,222) o (0,1,202) = (_9p2 0%z
Oz Jy ox oy’
a mifi ven z R. Jeho orientace tedy souhlasi se zadanou orientaci na OR. Proto

/ FinzdS = F3 (z,y, pa(z,y)) dzdy.
Sz Wl

Podobné zjistime, Ze

/ Fg'ﬂgdS: _/ FB (ﬁyy7<ﬂ1(x>y))d$dy
Sl Wl

Znaménko — je dusledkem toho, Ze normalovy vektor n = (—0,¢1, —0,¢1, 1) mifiz S dovnitf
mnoziny R, a proto je vnéjsi normalou k S; vektor opacny, tj. —n.
Celkem tedy mame

/ FynydS = F3 (z,y, p2(z,y)) dody —/ Fs(z,y,p1(z,y)) dedy
OR W

/ / 8 3 (r,y,2 )dzdxdy—/ bdv
Wi Jpi(z.y)

kde jsme v posledni rovnosti pouzili Fubiniho vétu.

2) Platnost Gaussovy véty mizeme nyni rozsifit na mnoziny R, které lze rozlozit na sjedno-
ceni kone¢ného poctu jednoduchych mnozin Ry, ... Ry, které jsou bud disjunktni, nebo maji
spole¢nou ¢ast hranice. Zfejmé

k
/ dideV:Z / div FdV.
R i=1 /B
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Také

/{);F, n)ds Z:/M(F n)ds,

nebot integraly pfes ty Casti hranic OR;, které nejsou ¢asti OR, jsou v sumé vzdy dva s opac-
nou vnéjsi normalou n, a proto se vzajemné odectou. Argument je analogicky jako v dikazu
Greenovy véty 6.15. O

S pomoci Gaussovy véty muzeme interpretovat geometricky vyznam divergence vektoro-
vého pole ttidy C''. Nejprve si viimnéte, Ze je-li u spojita funkce na néjakém okoli bodu a € R",
potom pramérna hodnota funkce u na kouli B,(r) konverguje k u(a) pro r — 0+, tj.

i 1
u(a) = Tl;r& RG] /Q(T) u(z)de,

1
T m(Ba0) /Bam ule)dz

kde prava strana jde k nule s » — 0+ diky spojitosti funkce u v a. Aplikujeme-li toto pozorovani
na funkci div F, kde F je vektorové pole ttidy C'! na né&jaké kouli B,(r), dostaneme

1
= m(Ba(r) /Bam (@) —u(@)ldz < sup Ju(a) = u(z))

z€By(a)

3
divF(a) = lim / div FdV,
r—0+ 4713 Ba(r)

protoze m(Bg(r)) = 4mr®/3 v R3. Potom z Gaussovy véty vyplyva vztah

/ (F,n)dS, (84)
Sa(r)

divF(a) = rl—l>%1+ gy

kde S, (r) := 0B,(r) a n jednotkovy vnéjsi normalovy vektor ke sfére S, (r).

Integral napravo v (84) predstavuje tok pole F' sférou S,(r) zevnitt (z B,(r)) smérem ven
(do dopliiku B, (r)). Reprezentuje-li F' tok néjaké tekutiny v prostoru, integral napravo v (84)
predstavuje mnozstvi tekutiny, které vytece z B,(r), minus mnozstvi tekutiny, ktera do B, ()
vtéka (za jednotku ¢asu). Tedy pokud div F'(a) > 0, znamena to, zZe pole z okoli a odtéka (napf.
v bodé a je néjaky zdroj, pFitok, atp.), kdezto pokud div F'(a) < 0 pole do okoli a vtéka (napf. v
bodé a je vypust). Tento jev je oviem jemny, nebot integral v (84) je tfeba vydélit 73, aby byl v
limité » — 0+ nenulovy. Kazdopadné vztah (84) ukazuje, Ze divergence je geometricka veli¢ina
nezavisla na volbé souradnic.

Z mnoha uzite¢nych dusledkdt Gaussovy uvedme alespon tzv. Greenovy identity.

Dusledek 6.34 (Greenovy identity): Necht R C R? splfiuje predpoklady Gaussovy véty 6.33
af,g:QCR3— Rjsoutiidy C? na oteviené mnoziné 2 O R, potom plati:

£ (Vg,n)dS = / [fAg + (Vf,Vg)]dV
OR R

| Va-gvimas = [ (59— gapav
OR R
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Diikaz. Z identity 5) z Véty 6.32 plyne, ze
div(fVyg) = fdivVg+ (V[,Vg) = fAg+ (V[,Vg),

a proto prvni Greenovu identitu dostaneme aplikaci Gaussovy véty na F' := fVg. Tato iden-
tita plati také, prohodime-li f a g. Odectenim obou variant prvni identity dostaneme druhou
Greenovu identitu. O

Poznamka: Vsimnéte si, ze (V f, n) je smérova derivace f v normalovém sméru n, viz Véta 3.10,
a proto se nazyva vnéjsi normalova derivace f.

6.6 Stokesova véta

Dokazeme si jesté jednu integralni vétu, ktera je zobecnénim Greenovy véty 6.15 v tom smyslu,
7e rovinnou oblast v R? nahrazuje zaktivenou plochou v R?. Nejprve si vymezime plochy, pro
které Stokesovu vétu zformulujeme. Tfida uvazovanych ploch neni nejobecnéjsi mozna, ale pro
potieby vétsiny aplikaci je dostacujici. Obvykly dukaz Stokesovy véty, ktera plati i pro obecnéjsi
tfidu ploch nez vymezuje Definice 6.18, vyuziva adaptace metody zaloZené na rozkladu jednicky
popsané v dodatcich.

Predpokladejme, ze S = S; U - - - U Sy je parametrizovana po ¢astech C'! plocha takova, ze
hranice kazdé ¢asti S; v topologii S, ozn. 95;, je po ¢astech C'! ve stejném smyslu jako v Gre-
enové vété 6.15 (tj. je konecné sjednoceni stop po ¢astech C! Jordanovych kiivek). Budeme
stru¢né psat 95; a 0S := 95, U - - - U OSk, kde nezduraznuje, ze hranice jsou uvazovany v to-
pologii S, coz musime mit na paméti (uvédomte si, Ze plocha S ma prazdny vnitfek v topologii
R3, tudiz v topologii R? je S C 059).

Dale predpokladejme, ze kazda cast S; je orientovatelna s orientaci uréenou danym spojitym
polem n jednotkovych normalovych vektoria. Tato orientace na S; indukuje tzv. kompatibilni
orientaci na 9.5; ve smyslu analogickém jako u Greenovy véty. Re¢eno neformalné to znamena,
ze pokud kracite podél 05; v pozitivnim sméru, mate kladnou stranu plochy S;, tj. stranu 5,
z niz vektor n vychazi, stale po levé ruce. Pfesnéji to lze vyjadrit tak, ze te¢ny vektor 7" k 05;
v bodé x € S; je v souladu s orientaci na 0.5; (,mifi kladnym smérem®), pokud vektor n x T’
vbodé x mifi do S;, coz znamena, ze polokoule B, (¢)N{y € R? | (nxT,y) > 0} méa neprazdny
prunik s S; pro kazdé € > 0, viz Obr. 23.

Véta 6.35 (Stokes): Necht S a dS spliiuji predpoklady popsané vyse a F' : Q C R? — R? je
tiidy C' na oteviené mnoziné (2 O S. Potom plati:

/ F-ds—/(rotF,n)dS.
as s

Diikaz. Podobné jako dikazy Vét 6.15 a 6.33 i dukaz Stokesovy véty provedeme za jistych do-
datecnych predpokladd, a tedy si ukdzeme odvozeni jen jistého specialnéjsiho tvrzeni. Tento
vysledek miizeme totiZ pomérné jednoduse odvodit z Greenovy véty 6.15, musime ovSem za-
jistit splnéni jejich predpokladi.

Necht S°% = ®((2), kde parametrizace ® je C'! funkce na oblasti 2 C R? a () je kompaktni
mnozina. Navic predpokladejme, ze ® lze dodefinovat na néjakou otevienou nadmnozinu
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Obrazek 23: Orientovana plocha (¢erné sipky) a kompatibilni orientace na hrani¢nich kfivkach
(Cervené sipky).

jako zobrazeni tiidy C'' a ®(9Q)) = S. Bez ijmy na obecnosti miizeme piedpokladat, 7e para-
metrizace ® urCuje na S zadanou orientaci. V opa¢ném prfipadé bychom prohodily parametry,
tzn. reparametrizovali plochu S tak, Ze bychom & nahradili ® o &, kde {(u,v) = (v,u). Idea
dukazu je nyni pouzit parametrizaci ¢ k pfevedeni integrace pfes S a 0S na integrace pfes {2 a
052 a aplikovat Greenovu vétu.

Vsimnéte si, Ze napiSeme-li F' = Fye; + Fhes + Fies, kde (eq, €9, €3) je standardni baze R3,
sta¢i Stokesovu vétu dokézat zvlast pro kazdé pole Fie;, kde i € 3, a sectenim jednotlivych
rovnosti dostaneme vyslednou identitu pro F'. Odvozeni je analogické pro vsechny tfi pfipady,
a proto budeme dale uvazovat jen pfipad F' = Fie; = (F},0,0), pro ktery ma Stokesova véta

tvar 5F 5F
Fier-ds = Zl,, 21 ds.
/as e as / ( 0z © dy ot ) 5

Pouzijeme-li parametrizaci (x, y, z) = ®(u, v) plochy S, dostaneme pro pravou stranu

0Fy 0F, oF, 0k, o 0o
g, 2 — [ (%@ _ %y
/( e o e, n )dS /Q<5‘z (®(u,v)) s o (®(u,v)) ez, — o (%) dudv

0z
[ ez e

o
(@) |50
Oznacime-li ¢ : [ — 0f) parametrizaci kfivky 02, najdeme pro levou stranu

[ Feras= [ mionn [Zon+ S| ar= [ Awwo (555 as

} dudv.
(85)
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V poslednim integralu aplikujeme Greenovu vétu a dostaneme

Ox Oz 0 Ox 0 Ox
/BQFl O@(U,U) (%,%)ds :\/Q |:% (Fl Oq)%) - % <F1 Oq)%)] dudv. (86)

Derivujeme-li vyrazy v integrandu posledniho integralu jako soucin, dva s¢itance obsahujici
smisené derivace 9%z /dudv = 0*x/Ovdu se odettou, a proto

0 Ox 0 dr\ O(Fio®)dx O(Fio®)0x
—(FIO‘I’—>—%<F1°%—U)——% W o ou

Dale aplikaci fetézového pravidla zjistime, Ze se prava strana rovna

oz ou Oyou Gzou|ov |0z ov oyow  0z0v|ou
_OF |0(z, )| OF |O(x,y)
0z |0(u,v) dy |0(u,v)|

(VSechny parcilni derivace Fj jsou vyhodnoceny v bodé ®(u,v), nepiSeme to pro usporu
mista.) Zjistujeme tedy, ze se integraly (85) a (86) rovnaji, coz jsme chtéli dokazat.

Dale opét analogicky jako v ditkazech Greenovy a Gaussovy véty, miizeme rozsirit platnost
Stokesovy véty na plochy S, které 1ze rozlozit na kone¢né mnoho ¢asti, které 1ze parametrizovat
vys$e popsanym zpusobem. Dukaz Stokesovy véty pro obecnéjsi tfidu ploch vyuziva techniku
rozkladu jednicky:. [

Je uzite¢né si uvédomit, Ze jedna uzaviena kiivka v R? je hranici nekone¢né mnoha ploch
v R?. Napt. jednotkova kruznice C' = {(z,y,2) | 2> + y* = 1 A z = 0} je hranici napi.
jednotkového kruhu S; = {(z,y,2) | 2 + y*> < 1 A z = 0}, hemisféry Sy = {(z,y,2) |
2?2+ y? + 22 = 1 A 2z > 0}, &asti paraboloidu S5 = {(z,y,2) | z=1—-22 —¢y* < 1Az > 0},
atd. Podle Stokesovy véty 6.35 plati rovnost

/F-ds:/rotF~dS
c s

pro jakoukoliv orientovatelnou plochu S ohrani¢enou kiivkou C' a pole F' ttidy C' za pied-
pokladu, Ze orientace na S a C' jsou kompatibilni. To lze v nékterych pripadech vyzivat ke
zjednoduseni vypocta, jak ilustruje nasledujici priklad.

Piiklad 6.36: Uvazujme ¢ast paraboloidu S = {(z,y,2) | z =1 — 2> —y> < 1Az > 0}
orientovaného normalou n mifici vné S (tj. ng > 0) a vektorové pole

F(z,y,2) = (6" + "™, In(2 4+ y + z) + 2”7, 3ayz) .

Spocitame integral [, (rot F,n)dS.
Pfimy vypocet integralu by byl komplikovany. Podle Stokesovu véty je

/(rotF,n)dS:/F-ds,
s c
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kde C' je jednotkova kruznice v roviné xy, coZ problém pfilis nezjednodusi. VSimneme-li si ale,
7e 3. slozka rot F' je nulova, miizeme uvazovat jednotkovy kruh D = {(z,y,0) | 2% + y? < 1},
jehoz hranici je také C' a navic jednotkovy normalovy vektor k D jen = (0,0, 1) v kazdém bodé
D. Potom totiz (rot F,n) = 0 a aplikujeme-li Stokesovu vétu jesté jednou, zjistime okamzité,

ze
/(rotF,n)dS:/F-ds:/ (rot F,n)dS = 0.
s c D

Podobné jako Gaussova véta umoznuje porozumét vyznamu divergence, Stokesova véta na-
bizi interpretaci rotace a navic jeji geometrickou charakterizaci nezavislou na volbé souradnic.
Bud F vektorové pole tiidy C! na okoli bodu a € R3. Komponentu pole rot F' uréeného zvo-
lenym jednotkovym vektorem n v R3, tj. (rot F,n), miZeme vyjadiit nasledovné. Bud D,(r)
kruh se stfedem v a o poloméru r > 0 v prostoru R? orientovan tak, ze n je jeho normalovy
vektor, tj. kruh D, (7) je kolmy na n. Snadno se ovéfi, ze

1
(rot F'(a),n) = 7.1_i>r51+ —3 o (rot Fyn)dsS,

tedy pramér (rot F, n) na kruhu D, (r) konverguje k hodnoté (rot F,n) v bodé a pro r — 0+.
Aplikaci Stokesovy véty zjistime, Ze

1
(rot F'(a),n) = lim —2/ ( )F -ds, (87)
Colr

r—=0+ 71

kde C,(r) je kruznice se sttedem v a a polomérem 7 v roviné s norméalou n orientovana proti
sméru hodinovych rucic¢ek vidéno z poloprostoru, do néhoz vektor n mifi (nakreslete si obra-
zek).

Vztah (87) urcuje vektor rot F'(a) nezéavisle na soufadnicich. Budeme-li F' interpretovat jako
silové pole, predstavuje kiivkovy integral v limité (87) celkovou praci, kterou pole F' vykona,
aby castice obéhla po kruznici C, (). Tedy ¢islo (rot F'(a), n) vyjadfuje tendenci silového pole F
pusobit na castici, tak Ze rotuje kolem a v roviné s normalovym vektorem n proti sméru hodino-
vych rucicek, pokud (rot F'(a), n) > 0, a po sméru hodinovych ru¢icek, pokud (rot F'(a),n) < 0
(vidéno opét z poloprostoru, do néhoz z a mifi vektor n). Je-li rot F'(a) = 0, nenuti pole ¢astici
v okoli bodu a rotovat. Proto se pole F' nazyva nevirové (irrotational) v €2, je-li rot F' = (0 na €.

6.7 Konzervativni pole a Poincarého lemma*

~Nepfednasi se ... snad nékdy v budoucnu dopisu.”
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6.8 Cviceni

Cviceni 6.1: Dokazte, ze délku elipsy ¢ urcené rovnici

2 2
x Y
PER

s poloosami a > b > 0 1ze pomoci tplného eliptického integralu 2. druhu (75), vyjadfit ve tvaru
((¢) = 4aE(k),

kde

je tzv. excentricita elipsy.

Cviceni 6.2: Spocitejte

/ (—2?y, zy?) - ds,
oS

kde S je mezikruzi 1 < 22 + y? < 4, dvéma zptsoby: z definice a pomoci Greenovy véty.

Cviceni 6.3: Najdéte pozitivné orientovanou Jordanovu kiivku ¢ tak, aby hodnota integralu

/(320 — 2% 9*) - ds
¢

byla maximalni.

Cviceni 6.4: Pomoci Greenovy véty spocitejte plochu pod jednim obloukem cykloidy, viz Pfi-
klad 6.4.
Cviceni 6.5 (Pappova véta): Dokazte, ze obsah plochy 5, ktera vznikne rotaci jednoduché po

¢astech C! rovinné kiivky kolem néjaké osy v R, splituje vztah

A(S) = 2mtd,

v vev

Cvicéeni 6.6: Urcete obsah:

a) useku elipsoidu

22 g2 22
¥+¥+c_2:1 /\0§h1§2‘§h2§0},

S = {(a:,y,z) e R3

b) useku jednodilného hyperboloidu

S = {(x,y,z) € R?




c) useku dvoudilného hyperboloidu

2 2 2
s V4

S | Acghlgzsm}.
a

S = {(m,y,z) e R3 R

Cviceni 6.7: Dokazte identity z Véty 6.32.

Cviéeni 6.8: Ovéite, 7e pro libovolné f : Q — Ra F': Q — R3 tfidy C? na oteviené mnoZiné
Q C R? plati:
rotgradf =0 a divrotF = 0.

Cviceni 6.9: Dokazte, ze pro vektorovou funkci F' : 2 — R3 ttidy C? na oteviené mnoZziné
Q C R? plati:
graddiv F' — rotrot F' = (AF, AF,, AF3).

Cvi¢eni 6.10: Necht R C R? je kompaktni mnoZina, jejiz hranice OR je parametrizovana po
¢astech C'! plocha orientovana vnéjsi jednotkovou normélou n. Dokazte, Ze pro objem R plati:

m(R) = %AR(F, n)ds,

kde F(z,y,z) = (x,y, z). Existuje i jiné pole F, pro které to plati?

Cviéeni 6.11: Necht R C R3 je jako v piedeslém cviceni a f a g funkce tfidy C*. Ukaite, Ze
plati nasledujici varianta integrace per partes v R3:

/f@dV: fgnldS—/gng,
R al‘ OR R 01}

kde n; je prvni komponenta norméalového vektoru n = (ny, ny, n3). Samoziejmé plati i analo-
gické varianty vzorce s parcialnimi derivacemi podle y a 2.
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