5 Teorie integralu

V klasické teorii Riemannova integralu na R je fab f(z)dx limitou posloupnosti Riemannovych
souctd, coz jsou vlastné integraly jednoduchych (schodovitych) funkci, které aproximuji f na
[a, b]. Podobné i v obecném prostoru s mirou mame ptirozeného kandidata na integral z jed-
noduché funkce (viz Definice 5.18) a tento integral poté rozsifime na obecnéjsi funkce. V této
kapitole takto vybudujeme abstraktni teorii integrace funkci na obecnych prostorech s mirou
se specialnim dirazem na Lebesguetv integral v R a jeho zobecnéni na R”.

5.1 Meéritelna funkce

Pojem méfitelnosti jsme doposud pouzivali jen v souvislosti s mnozinami. Nyni ho rozsifime
na zobrazeni mezi méfitelnymi prostory.

Definice 5.1 (Méfitelné zobrazeni): Necht (X, M) a (Y, N) jsou méfitelné prostory. Zobrazeni
f: X — Y nazyvame (M, N)-méFitelné, pravé kdy?z

(VE € N)(f1(E) € M).

Podle ptredchozi definice je tedy zobrazeni métitelné, pravé kdyz vzory méfitelnych mnozin
jsou méfitelné. Dalsi tvrzeni nam k4, ze o-algebru N lze v definici méfitelnosti zobrazeni
nahradit jejim libovolnym generatorem.

Lemma 5.2: Necht (X, M) a (Y, ) jsou méfitelné prostory, o-algebra A je generovana sys-
témem £ C 2¥ a f : X — Y. Potom

fie (M, N)-méfitelné = (VE € &)(f(E) € M).

Diikaz. Implikace (=) je trividlni. K dtikazu implikace (<) si sta¢i uvédomit, Ze systém { £ C
Y | f7Y(E) € M} je o-algebra, ktera obsahuje &, viz Cviceni 5.1. Potom podle Lemma 4.7 je
N cCc{ECY | fYFE)e M}, atedy f je (M, N)-méfitelné. O

Dusledek 5.3: Necht (X, 7x) a (Y, 7y) jsou topologické prostory. Je-li f : X — Y spojité,
potom je (Bx, By )-méfitelné.

Diikaz. Pripomenime, Zze f : X — Y je spojité, pravé kdyz (VE € mv)(f~Y(F) € 7x), viz
Véta 2.61. Protoze 7y generuje By a 7x C By, je tvrzeni disledkem Lemma 5.2. O

V ptipadé funkci s redlnymi resp. komplexnimi hodnotami uvazujeme nejcastéji borelovské
o-algebry a pouzivame strucnéjsi nazvoslovi.
Definice 5.4 (Méfitelna funkce, lebesgueovsky a borelovsky méfitelna funkce): Necht (X, M)
je méfritelny prostor. Funkci f : X — Rresp. f : X — C nazyvame M-mé¥itelna, nebo jen
méFitelna, pravé kdyz f je (M, Bg)-méfitelna resp. (M, Bc)-méfitelna. Specialné funkei f :
R — C nazyvame lebesgueovsky resp. borelovsky méritelna, pravé kdyz f je (L, Bc)-méfitelna
resp. (Bg, Bc)-méfitelna a analogicky pro f : R — R.
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Poznamka: Zde se rozumi, Ze o-algebra B¢ je generovana otevienymi podmnozinami C. Ob-
vykla topologie na C je definovana pomoci obvyklé topologie na R? a ptirozeného ztotoznéni
C a R?, které je dané zobrazenim ¢ : C — R? : 2z — (Re z,Im z). Neboli mnozina A C C je
oteviena, pravé kdyz je ¢(A) = {(Rez,Imz) | z € A} C R? oteviena v obvyklé topologii R

Je jednoduché si rozmyslet, ze pokud jsou M, N a O g-algebryna X, Y aZ, f: X =Y
(M, N)-métitelné a g : Y — Z (N, O)-méfitelné, potom také slozeni g o f je (M, O)-
méfitelné zobrazeni. Thned na tomto misté ale upozornéme, ze jsou-li f,g : R — R lebes-
gueovsky meéfitelné funkce, jejich slozeni f o g nemusi byt lebesgueovsky méfitelna funkce,
a to ani pokud je g spojita. Skute¢né pro £ € Bg vime jen, ze f~'(F) € L, odtud oviem
neplyne, ze g~ '(f~'(E)) € L, neni-li f~*(E) € Bg. K tomu bychom potiebovali silnéjsi pied-
poklad borelovské méritelnosti funkce f. Konkrétni priklad ilustrujici tento fakt najde ¢tenar
napt. v [10, Sec. 2.1, Exer. 9].

Nasledujici véta, jejiz dikaz je okamzitym disledkem Véty 4.9 a Lemma 5.2, je uzite¢na.
Véta 5.5: Necht (X, M) je méfitelny prostor a f : X — R. Nasledujici tvrzeni jsou ekviva-
lentni:

1. f je M-méfitelna,

2. (VaeR

)
3. (Va € R)
4. (Va € R)

)

5. (Va € R)(f ((—o0,a]) € M).
Nékdy chceme vyjadrit méftitelnost funkce pouze na néjaké podmnoziné X. Odpovidajici
pojem zavadi nasledujici definice.

Definice 5.6 (Funkce méfitelnd na mnoziné): Necht (X, M) je méfitelny prostor a E € M.
Funkci f : X — Rresp. f — C nazyvame M-meé¥itelna na E, nebo jen méritelna na E, pravé
kdyz f~'(B) N E € M pro viechny B € Bg resp. B € Bc.

Véta 5.7: Necht n € Na (X, M), (Y1,M),...,(Y,,N,) jsou méfitelné prostory. Dale budte
Y=Y x - xY,,N=N®--®@N, produktova o-algebrana Y a f : X — Y. Oznacme si
komponenty f = (f1,..., fn). Potom plati:

fje (M, N)-métitelné < (Vi € n)(f; je (M, N;)-méfitelné).

Diikaz. Implikace (=): Necht f je (M, N)-méfitelné a i € n. Zobrazeni projekce na i-tou
komponentu 7; : Y = Y; : (y1,...,Yn) = v; je (N, N;)-méfitelné, nebot pro E; € N; mame
TN E)=Yi X XY X E;x Y x---xY, €N.

7

Jelikoz f; = m;o f, tedy f; je slozenim (N, N;)-méfitelného zobrazeni 7; a (M, N')-méfitelného
zobrazeni f, je f; (M, N;)-méfitelné.
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Implikace (<): Pfedpokladejme, ze f; jsou (M, N;)-méfitelna pro viechna i € n. Podle
Lemma 4.11 je o-algebra \ generovéana systémem mnozin

{Vix. .Y, xE xY x - xY, | E;eN;,iéecn}
A protoze pro kazdé i € 1 je

2

P x Y X By x Yoy x - xY,) = fH (m U(E)) = f71{(E) € M,
vyplyva (M, N')-méfitelnost zobrazeni f z Lemma 5.2. O

Dusledek 5.8: Necht (X, M) je méfitelny prostor. Potom funkce f : X — C je méfitelna,

pravé kdyz obé funkce Re f,Im f : X — R jsou méritelné.

Diikaz. Z poznamky za Definici 5.4 vyplyva, ze f : X — C je méfitelna, pravé kdyz funkce

(Re f,Im f) : X — R? je (M, Bge)-méfitelna, coZ podle Véty 5.7 nastava pravé tehdy, kdy?

jsou Re f,Im f : X — R méfitelné, nebot By = Br ® Bg, viz Dusledek 4.14. ]
V dalsi casti si ukazeme, Ze obvyklé algebraické a limitni operace zachovavaji méritelnost.

Véta 5.9: Necht (X, M) je méfitelny prostor a f, g : X — C méfitelné funkce. Potom
1. f + g je méfitelna,
2. fg je méfitelna,
3. f/g je méfitelna za predpokladu, ze (Vx € X)(g(z) # 0).

Diikaz. 1. Definujme si pomocné funkce ' : X — C%a ¢ : C*> — C vztahy

F(z) = (f(x).g(2) a o(zw)=2+uw.

Z méfitelnosti funkei f a g a Véty 5.7 plyne, ze funkce F' je (M, Be2)-méfitelna, nebot plati
Bez = Be ® B, viz Véta 4.13. Dale funkce ¢ je spojita, a proto méfitelna podle Dusledku 5.3.
zobrazeni je méftitelné.

2. Postupuje se zcela analogicky jako v bodé 1. jen s tim rozdilem, Ze pomocnou funkci
¢ : C?* — C definujeme vztahem ¢(z,w) = 2w.

3. Protoze uz mame dokazany bod 2., staci ukazat, ze je-li g : X — C méfitelna funkce
takova, ze (Vx € X)(g(z) # 0), potom je 1/g také méfitelna. K tomu si zavedme pomocnou
funkci ¢ : C\ {0} — C vztahem ¢)(z) = 1/z. Funkce ¢ : C \ {0} — C je spojita, a tudiz
(Bey {0y, Be)-méfitelna podle Dusledku 5.3. Dale g je (M, B\ 103 )-méfitelna, nebot Bey oy C Be
a g je méfitelna. Tudiz i funkce 1/g = 1) o g je méfitelna. [

Nékdy je vyhodné pracovat s funkcemi, jejichz hodnoty mohou byt i +o0, tj. f : X — R,
kde R = [—00, 00| je rozsifena realnd osa. Topologie na R se zavadi pfirozenou volbou lokalni
baze jako v Prikladu 2.51. Ekvivalentné je tato topologie na R indukovana metrikou

p(z,y) = |arctgx — arctg y|
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pro z,y € R, kde dodefinujeme arctg(+o00) := +7/2.
Borelovska o-algebra By je v nasledujicim vztahu s Bg:

B@:{ECE‘EQREBR};

ovéfte jako Cviceni 5.2. Potom analogicky jako ve Vété 4.9 lze dokazat, ze o-algebra By je
generovana napt. systémy polopiimek typu (a, cc| nebo [—00, a), kde a € R, viz Cviceni 5.2.
Pojem méfitelnosti funkce s hodnotami v R pfirozené rozsifujeme tak, ze f : X — R nazveme
M-méritelna, nebo jen méfitelna, pokud je (M, By)-méfitelna.

Pii rozgifovani aritmetickych operaci plus a krat na R je tfeba dbat jisté opatrnosti. Existuji
dva typy vyrazl, u nichz bychom mohli vahat, jak je rozumné definovat. Prvni vyraz definujeme

0 (+oo) = (£o00) - 0:=0,

coz muze byt na prvni pohled prekvapivé, ale v teorii, kterou budujeme, je to vhodna volba. Na
druhou stranu vyrazy
0—00 a —00+00

nedefinujeme (zadna volba neni vhodna). VSechny ostatni kombinace jsou dodefinovany tak,
jak bychom ocekavali:

+oo, € (0, 00],

a- (o) =t00-a= o0, proa€ (0,00]
Foo, proa € [—o0,0),

a+00=00+a=00, proa€ (—o0,0,
a—00=—00+a=—00, Pproac€ [—oo,00).

Analogie Véty 5.9 pro funkce s hodnotami v R je obsahem Cvigeni 5.3.

Véta 5.10: Necht (X, M) je méfitelny prostor a pro kazdé n € Nje f, : X — R méfitelna.
Potom také funkce

gi1(x) = sup fa(@), g2(2) := inf fu(@)

g3(z) :=limsup f,(x), gs(z) :=liminf f,(x)

n—00 n—ro0
jsou méfitelné. Specidlné funkce f(z) := lim, . f.(x) je méfitelna za pfedpokladu, Ze limita
existuje pro kazdé z € X.

Diikaz. 1. Funkce g;: Podle Lemma 5.2 a Cviéeni 5.2 staéi ukézat, ze g; * ((a,00]) € M pro
kazdé a € R. K tomu si sta¢i uvédomit, ze

9" ((a,00]) = | £ ((a,00])

vyuzit pfedpokladu méfitelnosti funkei f,, a toho, ze M je o-algebra.
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2. Funkce ¢,: Postupuje se podobné jako v predchozim bodé, akorat tentokrat pouzijeme
systém {[—o0, a) | a € R}, ktery také generuje Bg, nebot pro néj mame

95" ([=00,a)) = | J £, ([-00,a)) -

3. Funkce g3: Podle definice limes superior je

gs(z) = inf sup f;(x).

neN j>p

Z jiz dokazaného bodu 1. plyne, ze funkce h,, := sup;s,, f; jsou méfitelné pro libovolné n € N
a dale z bodu 2. vyplyva méfitelnost funkce g3 = inf, ey hy,.
4. Funkce g4: Postupuje se analogicky jako v pfedchozim bodé, nebot

gs(z) = sup inf f;(x).

neN jzn
O

Dusledek 5.11: Necht (X, M) je méfitelny prostor a f, g : X — R méfitelné funkce. Potom
také funkce max(f, g) a min(f, g) jsou méftitelné.

Diikaz. Stacipolozit fy := f a f,, := g pro vSechna n > 2 ve Vété 5.10. ]

Dusledek 5.12: Necht (X, M) je méfitelny prostora { f,, }2° |, kde f,, : X — C, je posloupnost
méfitelnych funkci takovych, ze limita f(z) := lim,, o, f,(z) existuje pro kazdé z € X.Potom
je f méfitelna.

Diikaz. Z ptedpokladu bodové konvergence f,, — f plyne, ze Ref, — Ref almf, —
Im f. Funkce Re f,, a Im f,, jsou realné, a proto mazeme aplikovat Vétu 5.10, ze které vyplyva

meéfitelnost limitnich funkci Re f a Im f. Nyni podle Dusledku 5.8 je f méfitelnd komplexni
funkce. []

Pro pozdéjsi ucely si zavedeme pozitivni a negativni cast funkce.
Definice 5.13 (Pozitivni a negativni ¢ast funkce): Nechf f : X — R. Funkce f* : X — [0, o0]
definované vztahy

fH(x) :=max(f(x),0) a f (x):=max(—f(z),0)

nazyvame pozitivni a negativni cast funkce f.

Vsimnéte si, ze
f=f=f, fl=f"+f a f'f =0

Dale podle Dusledku 5.11 jsou f* i f~ méfitelné, je-li f méfitelna.
Zakladnim stavebnim kamenem budované teorie integralu jsou jednoduché funkce.
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Definice 5.14 (Jednoduché funkce): Funkce ¢ : X — C s kone¢nym oborem hodnot ¢(X) se
nazyva jednoducha.

Je-li ¢ : X — C jednoducha, potom existuje n € N a navzajem ruzna ¢isla aq,...,a, € C
takova, ze ¢(X) = {a1, ..., a,} a funkci ¢ lze zapsat ve tvaru
n
6= axg, (47)
i=1

kde E; := ¢~ ({a;}) a

xE(r) =

1, je-lix € E,
0, jelliz ¢ E,

je charakteristicka funkce mnoziny I/ C X. Reprezentaci (47) ve tvaru linearni kombinace cha-
rakteristickych funkei s komplexnimi koeficienty budeme nazyvat standardni reprezentace ¢.
Vsimnéte si, Ze jednoduchou funkci Ize zapsat jako linearni kombinaci charakteristickych funkci
vice zpusoby, nebof xaup = X4 + x5 pro disjunktni mnoziny A, B. Ovsem standardni repre-
zentace jednoduché funkce je urcena jednoznacné. Upozornéme také, Ze jednoducha funkce
nabyva jen kone¢nych hodnot.

Ziejmé soucet ¢1 + ¢o 1 soucin ¢;¢, jednoduchych funkei ¢; a @2 jsou opét jednoduché
funkce. Dale je jasné, ze je-li (X, M) méfitelny prostor, je jednoducha funkce ¢ : X — C
méfitelna, pravé kdyz (Vi € n)(E; € M), kde E; = ¢! ({a;}) jsou mnoziny ze standardni
reprezentace (47) funkce ¢ (rozmyslete).

Nyni si ukazeme velmi dilezitou vlastnost, ze kazdou méfitelnou funkci lze zespodu apro-
ximovat méfitelnymi jednoduchymi funkcemi.

Véta 5.15: Necht (X, M) je méfitelny prostor.

1. Je-li f : X — [0, 00] méfitelna, potom existuje posloupnost méfitelnych jednoduchych
funkei {¢,, }22 | takova, ze

0<p1 < <---<f a ¢, [
B
Navic ¢,, —= f pro libovolnou mnozinu B C X, na niZ je f omezena.

2. Je-li f : X — C meéfitelna, potom existuje posloupnost méfitelnych jednoduchych funkei
{bn}22, takova, ze

0< || <o <---<[f] a du—f

B
Navic ¢,, —= f pro libovolnou mnozinu B C X, na niZ je f omezena.

Ditkaz. 1. Necht f : X — [0, 00] je méfitelna. Zafixujme n € Ny. Rozlozime [0, co] na dis-
junktni mnoziny [0,27"], (k27" (k + 1)27"] pro 1 < k < 22" — 1, (2", 00| a definujeme

0, fz) €[0,277]
On(x) = k27, f(x) € (k27" (k+1)27"], kde 1 < k < 2% — 1,
2", fz) € (27, 0c],
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viz Obrazek 14. Ekvivalentné lze definici ¢,, vyjadrit ve tvaru

22n -1

o= D guXpt T 2'Xn.,
k=0

kde

E) = f7'([0,27"]),
Ef = (k27" (k+1)27"), 1<k<2™—1,
F, = f—l ((2n7 OO]) :

Ztejmé ¢, je jednoducha a métitelna funkce, nebot z méfitelnosti f vyplyva, ze E¥ € M
pro kazdé 0 < k < 22" — 1 a také F,, € M. Déle z definice ¢,, vyplyva, ze 0 < ¢, < ¢p41
a ¢, < f pro vsechna n € Nj. Navic pro kazdé n € Ny plati 0 < f — ¢, < 27" na mnoziné
X \ F,, tj. tam, kde f < 2". Z toho plyne, ze ¢,(x) — f(z) pro kazdé x € X, pro které je
f(z) < oo.Je-li f(x) = oo, potom = € F,,, aproto ¢, (z) = 2" pro kazdé n € N. Tedy i v tomto
ptipadé ¢, (x) — f(x) = co. Celkem vidime, Ze ¢,, — f na X.

Je-li B C X mnozina, na niz je f omezen4, tj. sup,.p f(x) < oo, potom (3ny € Ny)(Vn >
no)(B C X \ F,), a proto

sup | f(x) — dn(x)| < 27"
zeB
B
pro vsechna n > ng. Z toho plyne, ze ¢, — f.
2. Necht f : X — C je méfitelna. Potom f miiZeme rozlozit

f=Ref+ilmf=(Ref)" — (Ref) +i(Imf)* —i(Im ),

kde (Re f)* a (Im f)* jsou pozitivni a negativni ¢asti funkci Re f a Im f. Podle Diisledkit 5.8
a 5.11 jsou (Re f)* a (Im f)* méfitelné funkce s hodnotami v [0, 00). Miizeme na né tedy
aplikovat stejny postup jako v dikazu 1. tvrzeni a dostaneme nezaporné métitelné jednoduché
funkce ¢\ a ), které zespodu aproximuji funkce (Re f)* a (Im f)*.

Pro n € N polozme

On =0 — o7 1 (U — )

Funkce ¢,, jsou jednoduché a méftitelné podle Véty 5.9. Protoze (b%i) — (Ref)* a wff) —
(Im f)*, také ¢,, — f.Je-li f omezendna B C X, jsou také (Re f)* a (Im f)* omezené na B,

a tudiz ¢, == f, nebot ¢ = (Re f)* a v == (Im f)*.
Nakonec jelikoz 0 < ¢$Li) < (Ref)*a(Ref)"(Re f)~ = 0, mame také ¢$ﬁ¢${> = 0 pro
vSechna n € N. Analogicky wﬁf)wf) = 0 pro vSechna n € N. Odtud dostaneme
6al? = (657 = 657"+ (067 = 0(7) = (657)" + (7)" + ()" + ()
< (Re/)") + (Re f)™)" + ((m f)*)" + ((Im f)")°
= (Re /)" = Re)) + ((Im /)" = (Im f)7)" = (Re f)* + (Im /) = |f]

pro kazdé n € N. Analogicky se také ovéfi nerovnost |¢,| < |¢,11| pro kazdé n € N. O
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Obrazek 14: Jednoduché funkce ¢g, @1, P2 a @3 (Cervené) z dikazu Véty 5.15 aproximujici
funkci f (Cerné).

Je-li na métitelném prostoru (X, M) dana mira p, je Casto vyhodné pfi praci s méfitelnymi
funkcemi ,ignorovat® chovani téchto funkci na p-nulovych mnozinach. Avsak pfi modifikaci
funkce na p-nulové mnoziné se obecné nezachovava jeji métitelnost. Podobny problém nastava
pro limitni funkci p-s.v. konvergentni posloupnosti méfitelnych funkci. Pokud je navic i tiplna
mira, méfitelnost se zachovava, jak ukazuje dalsi véta. Nicméné uvazovat pouze Gplné miry,
by bylo dosti omezujici, proto tento problém pozdéji odstranime tak, Ze rozsifime samotnou
definici méfitelnosti funkce (viz Definice 5.40 a Véta 5.42).

Véta 5.16: Necht (X, M, 1) je prostor s dplnou mirou p.
1. Je-li f méfitelna funkce na X a g = f p-s.v. na X, potom je g také métitelna.
2. Je-li { f,,}°°, posloupnost méfitelnych funkcina X a f,, — f p-s.v., potom je f méfitelna.

Diikaz. 1. Rovnost f(z) = g(x) pro u-s.v. x € X znamen4, ze existuje py-nulovd mnozina
N € M takova, ze

(Vo € X\ N)(f(z) = g()).

Bud B borelovska podmnozina z B¢ resp. Bg v zavislosti na tom, zda f,g : X — C, resp.
fyg: X — R; véta plati pro obé moznosti. Potom

g (B)= (g7 (B)\N)U (¢""(B)NN) = (f(B)\N)U (¢ (B)NN).
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Z méfitelnosti f plyne, ze f~(B) € M, a tudiz také f~!(B)\ N € M. Dale protoze g~ '(B) N
N C Napu(N)=0,jeg'(B)NN € M (ataké p-nulova) z Gplnosti miry ; na M. Odtud
vyvodime, ze g~ !(B) € M, a tedy g je méfitelna.

2. Podle predpokladu existuje y-nulova mnozina N € M takova, ze

(Ve € X\ N)(f(x) = lim (),
Predefinujme f,, na mnoziné N nasledovné:

~ | fal®), re X\ N,
h@y_{a zeN.

Potom f, = f, ji-s.v., a proto jsou funkce f. méfitelné pro kazdé n € N podle jiz dokazaného
bodu 1. Déle posloupnost funkei { f,, }2° ; konverguje na celém X k funkei

iy ) fe),  weX\N,
' 0, x € N.

Podle Dusledku 5.12 je f méfitelna, a protoze f = f p-s.v., je také f méfitelna opét podle
bodu 1. [

Véta 5.17: Necht (X, M, ) je prostor s mirou a (X, M, Ti) jeho ztplnéni (viz Véta 4.30). Je-
li f M-méfitelna funkce na X, potom existuje M-meétitelna funkce g takova, zZe f = g i-skoro
vsude.

Diikaz. Dukaz provedeme ve tfech krocich nejprve pro pfipad, Ze f je charakteristicka, pak
jednoducha a nakonec obecna méfitelna funkce.

Je-li f charakteristicki M-méfitelna funkce, tj. f = xg pro E € M, plyne z definice
zuplnéni miry, viz Véta 4.30, ze existuji ' C N € M, u(N) = 0a E'\ F' € M. Proto polozime-
li g := xg\F, je f = g vSude mimo mnozZinu F, ktera je ji-nulova.

Ovéfeni, e tvrzeni plati i pro jednoduchou M-méfitelnou funkci f, je pfimocaré a je pre-
nechano ¢tenafri.

Nakonec piedpokladejme, Ze f je obecna M-méfitelna funkce. Podle Véty 5.15 existuji jed-
noduché M-méfitelné funkce ¢, takové, ze ¢, — f na X. Podle pfedchozi ¢asti diikazu exis-
tuji M-méfitelné funkce 1), takové, Ze v, = ¢, fi-s.v. pro kazdé n € N. Oznaéme E, € M
fi-nulové mnoziny, pro které plati, ze (Vo € X \ E,)(¢n(z) = ¥, (x)). Podle Véty 4.26 je

a proto z definice zuplnéni existuje y-nulova mnozina N € M takova, Ze

GEnCN.

n=1

Nyni staci polozit g := lim,, . X x\n%n. Potom g je M-méfitelna podle Dusledku 5.12. Navic
g = f vSude mimo mnozinu N, tedy fi-skoro v§ude. ]
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5.2 Integrace nezapornych funkci

V této casti zavedeme integral z nezapornych méritelnych funkci vzhledem k mire ;2 v daném
prostoru s mirou (X, M, 11). K tomuto a¢elu si oznac¢ime

L =L (X, M) ={f: X —[0,00] | f méfitelna }.

Nejprve definujeme integral jednoduché nezaporné meéftitelné funkce.

Definice 5.18 (Integral jednoduché funkce): Necht (X, M, u) je prostor s mirou a ¢ € %, je
jednoducha funkce se standardni reprezentaci

¢ = Z @i XE;>
i=1

viz (47). Potom definujeme integral funkce ¢ vzhledem k p vztahem

/de# = Z%M(E
=1

Nemuize-li dojit k nejasnostem, budeme stru¢né psat [ ¢ misto | ¢ du. Dale podle potieby bu-
deme pouzivat také znaceni:

/cbdu [ o@nte /¢ uta) = [ o

Pfipomenme, Ze v definici | ¢ pouzivame konvenci 0 - co = 0. Vsimnéte si, ze [ ¢ mize
byt co. Je-li A € Ma¢ € Z, jednoducha, potom je také x 4¢ € £, jednoducha a je pfirozené
definovat integral z jednoduché funkce na mnoziné A nasledujicim zptisobem.

Definice 5.19 (Integral jednoduché funkce na mnoziné): Necht (X, M, p) je prostor s mirou,
A e Magp e Z, jejednoducha funkce. Potom integral funkce ¢ vzhledem k ;1 na mnoziné A

definujeme vztahem
/Aaﬁdu :Z/XA¢du

a podle potfeby pouzivame jedno z nasledujicich znaceni:

[ o= [ s@an) = [ oan

Pro urc¢itost jsme v definici integralu jednoduché funkce ¢ € Z, pouzili jeji standardni
reprezentaci. Dale si ukazeme, Ze vzorec z definice integralu vlastné nezavisi na tom, jakym
zpusobem je ¢ vyjadfena jako linearni kombinace charakteristickych funkci s nezapornymi
koeficienty a méfitelnymi mnozinami.

Lemma 5.20: Necht ¢ = > ™" | bjxr;, kde [,..., F,, € Maby,... by, > 0.Potom
[odn=>"bur)
=1
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Diikaz. V dikazu ovéfime, ze pokud

Z aiXE;, = Z ijFj7 (48)
j=1

i=1
kde Ey,...,E,, Fi,...,F, e Maay,...,a,,b1,...,b, >0, potom
> aip(E) =) biu(Fy),
i=1 j=1

z ¢ehoz vyplyva tvrzeni lemma.

Mnoziny F1, ..., E,, Fi,..., F,, rozkladaji X na 2" po dvou disjunktnich podmnozin,
z nichz kazda vznikne jako pranik nékterych mnozin z E, ..., E,, Fy, ..., F,, s doplnky téch
zbyvajicich. Vynechame-li prazdné mnoziny, dostaneme takto k£ < 2™*" po dvou disjunktnich
mnozin Ay, ..., A takovych, ze A; U---U Ax = X. Potom

(Vi € n)(3I; C k) (E = Ar>

7‘6]1'
a podobné
(Vjem)@3J; k)| F=|]A
TEJ]'
JelikoZ jsou mnoziny Ay, ..., Ax po dvou disjunktni a také méfitelné, plyne z aditivity p, ze
WE) =Y u(A) a p(F) = p(A,)
rel; TEJj

pro vSechnai € naj € m.
Zafixujme index r € k. Potom pro libovolné i € 7 je bod x € E;, pravé kdyz r € I;. To lze
ekvivalentné vyjadrit tak, ze

(Vi € n) (Vo € X)(xz(v) = xr(r))

a podobné
(V) € m)(Ve € X)(xr(2) = xs(r))-
Nyni mtuzeme predpoklad (48) zapsat jako rovnost

Z aiXL'(r) = Z ijJj (T>7
i=1 j=1

kterou kdy# vynasobime ji(A,) a nasledné se¢teme pres viechna r € k, dostaneme rovnost

n k m k

Doy (AL () =) by (A ().

=1 r=1 7j=1 r=1



Nakonec si stac¢i uvédomit, Ze

Z (Ar)xi,( ZM E;)

rel;
a podobné
k
> (A, (r) = (A Fj)
r=1 reJ;
a dikaz je dokoncen. O

Dalsi véta shrnuje zakladni vlastnosti integralu jednoduchych funkei.
Véta 5.21: Necht (X, M, 11) je prostor s mirou a ¢, 1) € .Z, jednoduché funkce. Potom plati:

1. Je-lia > 0, potom [agp =a [ ¢.
2. [(o+v)=[o+ [
3. Je-li ¢ < 4, potom [ ¢ < [ ).

4. Zobrazeni u, : M — [0, 00| definované vztahem

Z/A¢du

je mira na M.

Diikaz. 1.Plyne okamzité z definice.

2. Necht . .
¢ = Z axe, a Y= Z bixF,
i=1 j=1

jsou standardni reprezentace ¢ a 1. Protoze mnoziny Fj, ... E, jsou po dvou disjunktnia X =
U , E; a podobné mnoziny Fi, ... F,,. Z toho plyne, ze

j=1

1C-

(N Fj))

3

j=1

i=1
Potom

n m

¢+¢ = ZazXEl‘i‘Z ijFj - Z ZaiXEiij +Z ijXEiij = Z Z(ai+bj)XE¢ﬁFj:
i=1 j=1

i=1 j=1 i=1 j=1 i=1 j=1
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z aditivity miry p.
3. Jesté jednou vyuzijeme reprezentaci funkci ¢ a 1) ve tvaru

¢ = Z Z aXpnr, a Y= Z Z bixe,nF,
i=1 j=1 i=1 j=1
jako v diikazu bodu 2. Z pfedpokladu ¢ < 9 plyne, Ze a; < b;, kdykoliv je E; N F; # (). Odtud

plyne
[o= Y anEnr) <Yy buEnr) - [v

i=1 j=1 i=1 j=1

o0 = [oan= [odu=o

Dale necht je {A;};°, posloupnost po dvou disjunktnich mnozin z M a ¢ = > a;Xp,-
Potom pro A := U2, Aj, dostaneme ze o-aditivity y rovnost

u¢<A>:/Agbduzzaiu(mm=ZZaiu<AmEi>=Z/A ddu =Y ne(Ar),

k=1 i=1

4. Zejmé

a tedy p je o-aditivni. U

Nyni si rozsifime definici integralu na libovolnou nezapornou méfitelnou funkei.

Definice 5.22 (Integral nezaporné funkce): Necht (X, M, 1) je prostor s mirou a f € %,.
Integral funkce f vzhledem k i definujeme vztahem

/fd,u = sup{/gbd,u ‘ gbéiﬂjejednoduchéagbgf}.

Podobné pro A € M definujeme integral f vzhledem k y na mnoziné A vztahem

/ fdp :=sup {/ odu ‘ ¢ € Z, jejednoduchi a ¢ < f} .

A A

Poznamka: Vsimnéte si, nyni mame dvé definice integralu pro nezaporné jednoduché funkce,
avSak nejsou v rozporu. Hodnota [ f pro jednoduchou funkei f je stejna v Definici 5.22 jako

v Definici 5.18, nebot funkce f je jednou z funkci v supremu z Definice 5.22.
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Piiklad 5.23: Uvazujme 2y € R a yt = 9,, Diracovu delta miruna R, tzn., Ze X = R, M = oR

a pro kazdé £ C R mame
1, je-li xg € F,
6$0(E) = {0 .1
: je-li zy ¢ E.

Neni tézké si rozmyslet, ze z Definic 5.18, 5.22 a Véty 5.15 plyne, ze pro kazdé f : R — [0, o]
plati:

[ b, = sa0)

Z Definice 5.22 a Véty 5.21 jednoduse plyne, ze pro f,g € Z,, f < g, plati

o=/

Podobné pro libovolné f € £, ac > 0je cf € £, aplati

[er=c]s

Nyni si mtizeme ukazat prvni ze tii fundamentalnich limitnich vét teorie integralu - tzv. Vétu
o monotonni konvergenci znamou také jako Léviho vétu. Pfedpoklad, Ze je dan prostor s mirou
(X, M, 1), bude platit pro kazdou z nasledujicich vét, aniz bychom to explicitné v kazdé véte
zminovali.
Véta 5.24 (O monoténni konvergenci): Necht { f,,}>2, je posloupnost funkei z .2, takova, ze
fn < fos1 pro kazdé n. Potom funkce f = lim,,_,o fi, (= Sup,ey fn) je z £ a plati:

/fdMZg{;O/fndu-

Dilkaz. Jelikoz je posloupnost { [ f,,}22, neklesajici, lim,,,~, [ f, existuje v [0, oc]. Déle z pted-
pokladt a Véty 5.10 plyne, ze f € £, aprokazdé n € Nje f, < f. Odtud mame

lim [ fodp < / fdu.

Staci tedy dokazat opa¢nou nerovnost.
Zvolme pevné a € (0,1) a jednoduchou funkci ¢ € Z, takovou, ze ¢ < f. Pro kazdé
n € N definujeme mnoziny

Fy = {r € X | fulz) > ad(@)}
Pro kazdé n € Nje E, € M, protoze E,, = (f, —ap)~([0,00]) a f,, — ¢ je méfitelna funkce.
Navic plati £, C E,4+1 prokazdé n € Na X = U | E,. Dale

[ =[x fudn - [ panza [ od (49)

En
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pro vSechna n € N. S vyuzitim 4. tvrzeni Véty 5.21 a spojitosti miry i, zdola, viz Véta 4.24,
dostaneme

lim /E b= lim pol ) = 1s(X) = [ o

n—oo

Proto limitnim pfechodem n — oo v nerovnosti (49) dostaneme

Tato nerovnost plati pro kazdé a € (0, 1), a proto opét limitnim pfechodem o« — 1— odvodime
nerovnost

lim [ fodp > / e
n—oo

Nyni staci vzit supremum pres vSechny jednoduché funkce ¢ € Z, takové, ze ¢ < f, a dosta-
neme

lim [ fudu > / fdu.

n—oo

]

Véta o monotonni konvergenci je zcela zasadni nastroj v mnoha situacich. Mimo to ma

pro nas nasledujici bezprostfedni dusledek. Jen velmi zfidka mizeme spocitat integral funkce
f € £, pfimo z Definice 5.22, protozZe je tfeba najit supremum ptes v jistém smyslu slozi-
tou a typicky nespocetnou mnozinu jednoduchych funkci. Véta 5.24 nam fika, Ze staci najit
jakoukoliv neklesajici posloupnost jednoduchych funkci ¢,, € Z,, ktera bodové konverguje f,
a spocitat lim,, f ¢n- Navic Véta 5.15 garantuje existenci takové posloupnosti.
Piiklad 5.25: UvaZujme pocitaci miru pna N, tzn., ze X = N, M = 2N a y(E) je pocet prvka
mnoziny £ C N. Funkce f € .Z, jsou v tomto pfipadé nezaporné posloupnosti, a proto misto
f(n) budeme psat f,. Viimnéte si, Ze je-li nezaporna funkce ¢ nulova od jistého indexu, tj.
(Fjo € N)(Vj > jo)(¢; = 0), potom je ¢ jednoducha a z Definice 5.18 plyne, ze

/¢du=§;¢j,

nebot ¢ lze reprezentovat ve tvaru ¢ = 250:1 OiX{j}-
Obecnou posloupnost f € .Z, lze aproximovat zespodu posloupnosti jednoduchych funkei

tvaru )7, fiX{;}» a proto je

[ =t Y5 =35
j=1 j=1

podle Véty o monoténni konvergenci. Pfipomenme, Ze posledni vyraz mize byt co. Vidime
tedy, Ze pro pocitaci miru p, je integral vlastné ¢iselna rada (prozatim s nezapornymi cleny).
Mnoho vét, které plati pro ¢iselné rady, lze ziskat jako specialni pfipad obecnych vét teorie
integralu.
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Jako prvni aplikaci Véty o monotonni konvergenci si dokazeme nasledujici tvrzeni, ze kte-
rého specialné vyplyva aditivita integralu na .2, .

Véta 5.26: Necht {f,}>2, je posloupnost funkciz £, a f = > 7 f,. Potom je f € 2,

a plati:
/fduz Z/fndﬂ-
n=1

Specialné pro f, g € £, plati:

[t +aau= [ sau+ [ gan

Diikaz. Nejprve uvazujme dvé funkce f1, fo € Z,.Podle Véty 5.15 existuji neklesajici posloup-
nosti jednoduchych funkei {¢,, }5° | a {1, }22, z Z, takové, ze ¢, < f1 a 1), < fo pro viechna
n € Nag, — fra, — fo.Potom {d,+1,}5°, je také neklesajici posloupnost jednoduchych
funkci z .Z, takova, ze ¢, + ¢, < f1 + fo provsechnan € Na ¢, + 1, — fi + fo. ZVéty 5.24
o monoténni konvergenci a 2. tvrzeni Véty 5.21 plyne, ze

[t gan =i [ (00t vy a = lim [ o+ im [v.du= [ et [ fd

Dale indukci snadno dokéazeme, Ze pro kazdé N € Na fi,..., fxy € Z, plati:

/gfndu=é/fndu-

Nyni staci v posledni rovnosti poslat N — oo a opét pouzit Vétu 5.24 o monotonni konvergenci.
Odtud plyne, ze f € .Z, a také rovnost

[ o= fj [

coz jsme chtéli dokazat. [

Dusledek 5.27: Necht a; ; > 0 pro vSechna 7, j € N, potom

2D my =2 ) aiy

i=1 j=1 j=1 i=1
Diikaz. Ve Vété 5.26 staci vzit za p pocitaci miru na N. [

Véta 5.28: Bud f € .Z,. Potom plati:
/fduzO & f=0 p-sw
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Diikaz. Predpokladejme nejdiiv, Ze f je jednoducha. Je-li f tvaru f = """  a;,xp,, kde a; > 0
a I, € M, potom

n

[ =Y an(B) =0 & (e an(E)=0).

i=1
neboli [ fdu = 0, pravé kdyz a; = 0, kdykoliv je u(E;) > 0, coz znamena, ze f = 0 y-s.v.
Nyni pfedpokladejme, Ze je dana obecna funkce f € £, takova, ze f = 0 u-s.v. Potom

libovolna jednoducha funkce ¢ € .Z, spliujici 0 < ¢ < f je také skoro vsude nulova, tj. ¢ = 0
p-s.v. Tudiz

/fd,u = Sup{/qﬁdu ‘ ¢ € £, jejednoducha a ¢ < f}
= sup {/ odp ‘ ¢ € £, jejednoduchda ¢ =0 u—s.v.} = 0.

Necht naopak f € %, spliuje [ fdu = 0.Pro spor predpokladejme, Ze f neni i-s.v. nulova.
Zavedme pomocné méfitelné mnoziny

nom (b)) - fenf - 2

UEn:{$€X|f(93)>O}.

Potom

JelikoZz f neni p-s.v. nulova, u({z € X | f(x) > 0}) > 0, a proto existuje n € N tak, ze
w(Ey) > 0. Z definice mnoziny F,, plyne, ze

1
f > —XEn>
n
a proto
1 E,
/fd/LZ—/XEndM:M ) >0,
n n
coz je spor s predpokladem [ fdu = 0. O
Dusledek 5.29: Pro funkce f, g € .Z, plati implikace:
f=gusv. = /fd,u = /gd,u. (50)

Poznamka: Opacna implikace v (50) samozfejmé neplati. Staci uvazit napt. Lebesgueovu miru
p=m afunkce f = x,1)a 9= X(-1,0-
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Ditkaz Diisledku 5.29. Je-li f = g p-s.v., pak existuje y-nulova mnozina £ € M tak, ze (Vx €
X\ E)(f(x) = g(x)). Potom fxge = gxpge. Uvazime-li jesté, ze f = fxg + fxeea fxg =0
i-s.v. a analogicky pro funkci g, potom z aditivity integralu a Véty 5.28 dostaneme

/fdu /fxEdu+/fxEc dp = /ngdu+/ngc duz/gdu-

]

Predpoklady Véty o monotonni konvergenci lze mirné zeslabit, nebot, jak uz jsme naznacili,
chovani funkci na mnozinach nulové miry mizeme pii integraci zanedbavat.

Dusledek 5.30: Necht f a {f,}2, jsou funkce z .Z,, které splriuji:
i. (Vn e N)(fn < fog1 p-sv.),
il. f=1lim, o fn p-s.v.

Potom plati:

tim [ fudu = / fdp.

Diikaz. Z ptredpokladui. plyne, zZe pro kazdé n € N existuje p-nulova mnozina F,, € M takova,
ze (Vo € X\ E,)(fu(z) < faotr1(z)). Podobné piedpoklad ii. implikuje existenci p-nulové
mnoziny Fy € M takové, ze (Vx € X \ Ey)(f(x) = lim, . fn(z)). PoloZime-li

E = [OJOEn,

potom podle Véty 4.26 je u(E) = 0 a funkce fyxge a {fuxge}>2, vyhovuji pfedpokladim
Véty 5.24, ze které plyne

/ fxpedp = lim / faxeedp.

Protoze u(E) = 0, je f = fxpge p-s.v. a podobné f, = f,xpe p-s.v. pro kazdé n € N. Tudiz
s vyuzitim Dusledku 5.29 dostavame

[ ran= [ pxan= i [ focean =t [

Predpoklad monotonie ve Vété o monoténni konvergenci musi byt splnén alespon p-s.v.,
jinak véta neplati. Sta¢i uvazit napt. posloupnosti funkei f,, := X(nn+1) n€bO g, := nX(0,1/n)
které obé bodové konverguji k nulové funkci na R. Avsak je-li 1 = m Lebesgueova mira na R,

e /fndm:m((n,n+1)):1 a /g,ﬂmzn-m(((),%)):l
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pro vSechna n € N. Tedy limita posloupnosti integralti neni integral limitni funkce, ktery by
v tomto prikladé byl 0. Jedna nerovnost ovsem plati vzdy, coz je dusledek dalsi fundamentalni
limitni véty teorie integralu - tzv. Fatouovo lemma.

Lemma 5.31 (Fatou): Necht {f,}2°, C .Z,, potom

/ (hm inf fn> du < liminf / £.du.

n—oo n—oo
Diikaz. Méfitelnost vsech funkci v tomto ditkazu je zarucena predpokladem a Vétou 5.10. Bud
k € N. Pro kazdé j > Fk plati

inf f,, < fj,

n>k

/ggfndus /fj dp.

Vezmeme-li v této nerovnosti infimum pies vSechna j € N, j > k, mame

/3};2 fndp Sjugg/fj dp.

Protoze {inf,>x f,}52, je neklesajici posloupnost funkci z £, mizeme v posledni nerovnosti
poslat £ — oo a aplikovat Vétu 5.24 o monotonni konvergenci, ¢imz dostaneme

z ¢ehoz plyne, Ze

/(liminf fo)dp = /(hm inf fn) = hm / mf fo)du < hm mf/f] dpe
n—o0
= llmlnf/fj du,

coz jsme chtéli dokazat. [

Poznamka: Nerovnost v Lemma 5.31 muze byt ostra, jak ukazuji pfiklady zminéné pred nim.
Dusledek 5.32: Necht {f,}>>, C Z,, f € %, a f, — f p-s.v. Potom

/fd,ugliminf/fnd,u.
n—oo

Diikaz. Z ptedpokladu f, — f u-s.v. vyplyva, ze existuje pu-nulova mnozina £ € M tak, ze
(Ve e X\ E)(f(x) =lim, o fn(x)). Odtud mame

(v € X)(F(x)xpr(x) = lim f (x)xpr(x) = Himinf fo(@)xee ().

Dale rovnosti f = fxge a f,, = fuXge plati u-skoro vsude a pro vsechna n € N. Proto aplikaci
Fatouova Lemma 5.31 na posloupnost { f,,x g }52 ; a Dusledku 5.29 dostane

/fXEcd;L:/fd,u§liminf/anEcduzliminf/fndp.
n—00 n—00
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Nasledujici jednoduché pozorovani, ze funkce s kone¢nym integralem je skoro vsude ko-
necna, budeme pottebovat pozdéji.

Lemma 5.33: Necht f € %, a [ fdu < oo. Potom
p{r e X[ f(r) =o0}) =0,
Diikaz. Pro spor predpokladejme naopak, ze p(Fo) > 0, kde
Ew:={re X | f(x) = o0}

Protoze f > fxg., mame

/fdu > /fwadu = 00" p(Ee) = 00,

coz je ve sporu s pfedpokladem | fdu < oc. []

Nakonec si dokadzeme vétu, ktera je rozsifenim 4. tvrzeni Véty 5.21. Existuje velmi dulezita
tzv. Radon—Nikodymova véta, ktera je v jistém smyslu obraceni nasledujiciho tvrzeni, ale tu si
dokazeme az mnohem pozdéji.

Véta 5.34: Necht f € £, apuy: M — [0, 0] je definovana vztahem

1ir(E) 1=/Efdu-

Potom ¢ je mira na M a pro kazdé g € £, plati:

Jodus = [ sod 61

Diikaz. Nejprve dokazeme, Ze /i je mira na M. Ziejmé 114()) = 0, a proto stali ovéfit o-
aditivitu jr. Necht { £, }7°, C M jsou po dvou disjunktni a £ := U2 | E,,. VSimnéte si, ze

fxe=>_ fxe.

n=1

a proto s pouzitim Véty 5.26 dostaneme

py(E) :/Efdﬂz/fXEdN:i/fXEndN:i/E fduziuf(En),
n=1 n=1 n n=1

coz jsme chtéli ovérit.
Dale dokazeme rovnost (51). Uvazujme nejdfive funkci g = xg € Z,, kde F € M, potom

/gduf = ps(E) = /EfdMZ /fgdu-

Odtud a z aditivity integralu plyne, Ze (51) plati pro kazdou jednoduchou funkci g € .Z;. Nyni
k ditkazu rovnosti (51) pro obecnou funkci g € %, sta¢i aproximovat g zespodu jednoduchymi
funkcemi jako ve Vété 5.15 a pouzit Vétu 5.24 o monotonni konvergenci (ovéite). [
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5.3 Integrace realnych a komplexnich funkci

Budeme pokracovat v konstrukei integralu a definici si rozsifime z méfitelnych nezapornych
funkci nejprve na méfitelné funkce realné a poté komplexni, tzn. s hodnotami v R a v C. Stale
predpokladame, Ze je dany prostor s mirou (X, M, 1), aniz bychom to explicitné zmiriovali.

K rozsifeni integralu z nezapornych funkci na realné, vyuzijeme rozkladu funkce f na po-
zitivni a negativni ¢ast:

f=r=f,

viz Definice 5.13. Je-li f méfiteln4, jsou f* € .Z,, a tudiz integraly [ f* jsou dobie definované.
Nyni je jasné, jakym zptisobem rozsitit definici integralu na f. Jediné (kromé méfitelnosti f), co
je tfeba oSetfit, je, abychom v definici integralu nedostali vyraz ,00 — 0o, Rozsifeni integralu
z realnych na komplexni funkce ptirozené vyuziva rozkladu funkce f na realnou a imaginarni
cast, f =Re f +ilm f.
Definice 5.35 (Integral realné a komplexni funkce): Bud f : X — R méfitelna funkce takova,
ze alesponi jeden integral z [ fTdua [ f~du je kone¢ny. Potom definujeme

[ tan= [ rrau= [ ran

Je-li f: X — C méfitelna funkce, potom klademe

/fd,u ::/Refdu+i/lmfdu,

maji-li oba integraly napravo smysl podle definice vyse.
Navic, je-li f : X — C méfitelnd na E € M, definujeme

[Efdu :Z/fxEdu,

je-li integral napravo dobfe definovan ve smyslu definice vyse.

Hodnota integralu z pifedchozi definice nemusi byt konecna, v aplikacich vsak obvykle pra-
cujeme s funkcemi, jez maji konecny integral. Tyto funkce nazyvame integrabilni. VSsimnéte
si, ze f : X — R ma koneény integral, pokud oba [ f*du < coi [ f~du < oo. Protoze
|f| = f+ + f_, 1ze integrabilitu f stru¢né vyjadrit nasledovné:

f je integrabilni < f je méfitelna a /|f]du < 0.

Stejnou ekvivalenci 1ze napsat i pro funkce s komplexnimi hodnotami, tzn., ze f : X — C
nazveme integrabilni, praveé kdyz jsou obé realné funkce Re f a Im f integrabilni v pfedchozim
smyslu.

Definice 5.36 (Integrabilni funkce, prostor integrabilnich funkci): Funkeci f : X — C nazveme
integrabilni, pravé kdyz je f méfitelna a [ |f|dpu < co. Obecnéji fekneme, Ze f je integrabilni
na mnoziné E € M, pravé kdyz je [ méfitelnd na E a [, |f|du < oo. Déle pro prostor inte-
grabilnich komplexnich funkeci pouzivame nasledujici znaceni:

L =L XM, pn)=2L(X,u)=L(u):={f: X - C| f integrabilni }.
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Véta 5.37: Je-li f,g € £ aa € C,potom f + ag € £ aplati:

/(f+a9)dﬂz/fdﬂ+a/gdu.

Tedy .Z je linearni prostor nad C a integral je linearni funkcional na .Z.

Ditkaz. Je-li f,g € £ a« € C, potom je of + g méfitelna, a protoze |f + ag| < |f| + |al|g
mame také

>

/ 1 + agldu < / (171 + lollgl) dps = / i+ Jad / l9ldz,

diky jiz znamym vlastnostem integralu na .Z,. Tedy f + ag € .Z.
Druhé tvrzeni bude dokazano, ovérime-li, Ze

[+ aau= [ sau+ [ gau (52)

Jendu=a [ sau (53)

Nejprve ovérime aditivitu (52). VSimnéte si, ze pokud ovéfime (52) pro dvé realné funkce
f,g € Z, bude (52) platit také pro dvé obecné komplexni funkce f, g € .Z, jak vyplyva jed-
noduse z definice integralu. Pfedpokladejme tedy, ze f,g € -Z jsou realné funkce a oznacme
h := f + g. Potom

hr—h™=f"—f"+g" —g,
neboli

Y+ f +g =h + fr+g".
Z aditivity integralu na .Z,, viz Véta 5.26, vyplyva rovnost

/h*d,u—l—/fd,u+/gd,u:/hd,u+/f+du+/g+d,u,

ktera po preskladani implikuje rovnost

[ b= [ e+ [ gan
coz jsme chtéli dokazat.

Pro dikaz homogenity (53) pfedpokladejme nejprve, ze f € Z je realna funkce a o € R.
Je-liaw > 0, plati (af)* = af* arovnost (53) je snadné ovéfit. Je-li naopak v < 0, potom mame

Jenau= [@ntan- [@n an= [Capa- [aen

-~ (/(—f)*d,u - /(—f)‘du) - —a </ fdp— /f*du) - a/fdu,
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kde jsme vyuzili toho Ze (—f)F = ij K dﬁkazu obecného pfipadu sa € Ca komplexni

vvvvv

Oznacime-li pro jednoduchost a := Rea, b := Im « a podobné g := Re f, h := Im f, dosta-
neme

/afdu = /(a +ib)(g + ih)dp = /((ag — bh) +i(ah + bg)) du

—/(ag—bh)dMJri/(athbg)dﬂ—a/gdu—b/hdu+ia/hdu+ib/gdu
= (a +1ib) (/gdqui/hdu) —oz/fdu.

Véta 5.38: Je-li f € £, potom

‘ / fdu1 < [ 171

Diikaz. Nerovnost plati trivialné, pokud f fdu = 0 a témér trivialné, je-li f € Z realna, nebot

‘/fdu' - ‘/f*du—/f‘du‘ < [ s [ran= [t ran= [ iflan

Piedpokladejme tedy, ze f € £ a [ fdu # 0. Polozme

N T
[ fdu|

‘/fdu' —a/fdu /afdu,

je ¢islo [ o fdpu realné (dokonce nezaporné), a tudiz

/afdu:Re/afdu:/Re(af)du

Vyuzijeme-li navic toho, Ze nerovnost jsme jiz dokazali pro readlné funkce, dostaneme

'/fdu’ ~ [re@ndu< [IRe(@pian< [lasian=al [ 1ridn= [ 17l

nebot |a| = 1. O

Protoze

Véta 5.39: Necht f, g € .Z. Nasledujici tvrzeni jsou ekvivalentni:
1. f=gu-sv,
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2. [If —gldu=0,
3. (VEeM) ([, fdu= [, gdp).

Diikaz. Ekvivalence 1. < 2. vyplyva z Véty 5.28, nebot |f — g| € Z, pro f,g € Laf =g
p-s.v., pravé kdyz | f — g| = 0 p-s.v.
Implikace 2. = 3.: Pokud je [ |f — g|du = 0a E € M, potom s vyuzitim Véty 5.38 mame

/Efdu—/Egdu‘ - ‘/XE(f—g)du‘ < [ xels =gl < [ 1 = gldu=0.

a proto fE fdu = fE gd.
Implikace 3. = 1.: Duikaz provedeme sporem. Viimnéte si, ze ozna¢ime-li u := Re(f — g)
av:=Im(f — g), potom

f=g psv. & u=v=0 psv. & u =u =vi=0v" =0 p-sw
Pokud tedy f # g u-s.v., potom néktera z funkci u™, v, v", v~ neni u-s.v. nulova. Necht je to
napf. v Potom pro mnozinu F := {z € X | ut(z) > 0} plati u(E) > 0, a proto

Re(/fd,u—/gdu):/udu:/u+dﬂ>0,
E E E E

kde druha rovnost plyne z toho, ze u~ = 0 na E, nebot uTu~ = 0. Na druhou stranu podle
predpokladu 3. je [, fdu = [, gdpu, z CehoZ specialné plyne

Re(/Efdu—/Egdu):O

a to je spor. Ostatni moznosti se diskutuji analogicky. [

Véta 5.39 ukazuje, ze z hlediska integrace je lhostejné, zménime-li funkci na mnoziné nulové
miry. Funkce by nemusela byt na mnoziné nulové miry ani definovana a presto ma integral
této funkce dobry smysl, dodefinujeme-li ji tfeba nulou (nebo jinak). V podobném duchu lze
integrovat také funkce s hodnotami v R, pokud jsou p-skoro véude koneéné. Napi. integral
funkce f(z) = In|x| na intervalu (—1, 1) vzhledem k Lebesgueové mire je dobfe definovany,
at uz hodnotu In 0 definujeme jakkoliv, napt. In 0 := 0.

Tyto uvahy si formalizujeme a rozsifime tak definici méfitelnosti a integrability funkce.
Pfipomerime, Ze je dan prostor s mirou (X, M, p). Defini¢ni obor funkce f oznac¢ime Dy.

Definice 5.40 (Rozsifeni pojmu méfitelna funkce): Komplexni funkci f definovanou p-skoro
vsude na X nazveme meéritelnou na X, praveé kdyz existuje £y € M, By C Dy, p(E;) =0
aplati f~1(U) N E; € M pro kazdou otevienou mnozinu U C C (viz Lemma 5.2).

Dodefinujeme-li méfitelnou f na mnoziné E nulou, tj. definujeme

fla) = {g(x)’ ' ?ﬁ’ (54)



potom je f méfiteln4 v ptivodnim smyslu (ovéfte). Samoziejmé pokud je f definovana na ce-
lém X a méfitelna v pivodnim smyslu, je také f méfitelna ve smyslu novém, nebot v tomto

sN e

piipadé staci polozit £y = X. Tedy definici méfitelnosti jsme skutec¢né rozsirili. Pokud je navic
p aplna, mohli bychom v definici (54) dodefinovat f na E'} jakkoliv, a pak by takova f byla také
meéfitelna, coz plyne z 1. tvrzeni Véty 5.16.

Podobné rozsifime integrabilitu na p-s.v. definované méfitelné funkce.
Definice 5.41 (Rozsifeni pojmu integrabilni funkce a jeji integral): Rekneme, Ze ji-s.v. defino-
vana komplexni funkce f je integrabilni, pravé kdy? je méfitelna a funkce f z definice (54) je
integrabilni, tj. f € Z. Prostor integrabilnich p-s.v. definovanych funkci oznacime

L= L(XvM’FL) = L(Xa :u) = L(:u)

Integral funkce f € L dodefinujeme vztahem

[ fan= [ au

I kdyz neni mnozina £y z definice méfitelnosti f, a tedy ani funkce f , urCena jednoznacné, je
korektnost definice integralu pro funkci f € L zarucena Vétou 5.39. V nasledujici vété shrneme
zékladni vlastnosti tykajici se pravé rozsitenych pojmu.

Véta 5.42: Plati:

1. L je linearni prostor a integral je linearni funkcional na L.
2. Je-li f méritelnd/integrabilni a g = f p-s.v,, potom je také g méfitelna/integrabilni.
3. Je-li { f,,}5°, posloupnost y-s.v. definovanych méfitelnych funkeia f,, — f u-s.v., potom
je f méfitelna.
Diikaz. 1. Ovéfeni 1. tvrzeni je jednoducha aplikace Vét 5.37 a 5.39 a pfislusnych definic.
2.Je-li f méfitelnad a Iy mnozina z definice méfitelnosti f, potom staci polozit £y := ENEy,

kde ' € M je takova, ze i(E°) = 0 a f(z) = g(z) pro vSechna v € E. Potom je ju(Ef) = 0
apro U C C otevienou mame

g ' U)NE,=f (U)NE;NE €M,

protoze f~'(U)NE; e M.
Je-li f navic integrabilni a f, g funkce f, g dodefinované nulou na E¥, £, potom g

-s.v., a tudiz
[1aldu= [ 1Fdu= [ 1fidu< o,
neboli g € L.

3. Podle pfedpokladu existuje mnozina F € M, p(E¢) = 0 takova, ze (Vo € E)(f(x) =
lim,, o0 fn()). Jsou-li dale Ey, € M mnoziny z definice méfitelnosti funkei f,,, potom polo-
Zime

f

Ef =FEnN ﬁEfn

n=1
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Z Véty 4.26 plyne, ze ji(E$) = 0. Zavedeme-li pomocné funkce

potom fn — f a proto podle Disledku 5.12 je f méfitelna. Protoze [ = f na Fy, tedy p-s.v.,
je f méfitelna podle jiz dokazaného bodu 2. [

V uvahach, které nas vedly k rozsifeni mnoziny integrabilnich funkci, bychom mohli jit jesté
dal a dojit k tomu, Ze bychom mezi funkcemi, které se 1isi na mnoziné nulové miry, nemuseli
vubec rozlisovat a mohli bychom je ztotoznit. To je zakladni myslenka konstrukce dulezitého
funkéniho prostoru - tzv. Lebesgueova prostoru L' nebo obecnéji prostorti LP. Konstrukci téchto
prostort odlozime na pozdéji.

Nyni si dokaZeme tfeti fundamentalni limitni vétu teorie integralu, tzv. Lebesgueovu veétu.
Predchozi dvé limitni véty, Véta 5.24 o monoténni konvergenci a Fatouovo Lemma 5.31, se ty-
kaly pouze nezapornych funkci. Lebesgueova véta se tyka obecnych komplexnich funkci a dava
nam postacujici a velmi obecnou podminku pro to, abychom mohli v 3. tvrzeni Véty 5.42 nahra-
dit méfitelnost integrabilitou. Navic budeme moci zaménovat limitu a integral. Zasadnim pred-
pokladem Lebesgueovy véty, ktery umozni limitni pfenos integrability a také zaménu limity
a integralu, je existence tzv. integrabilni majoranty posloupnosti méfitelnych funkei { f,,}5°,,
tj. integrabilni funkce g takové, Ze | f,,| < g pro kazdé n. Tuto informaci v sobé skryva anglicky
nazev véty - Lebesgue’s dominated convergence theorem.

Véta 5.43 (Lebesgue): Necht {f,}22, je posloupnost méfitelnych p-s.v. definovanych funkei
takova, Ze limita

f(x) = lim fu()

existuje pro p-s.v. x € X. Predpokladejme dale, ze

(3g € L)(Vn € N)(|fu| < g p=sv.).

[ =t [

Ditkaz. Podle 3. tvrzeni Véty 5.42 je f méfitelna. Podle pfedpoklad nerovnost | f,,| < g plati
pro véechnan € N a p-s.v., z ¢ehoZ limitnim pfechodem vyvodime, Ze také | f| < g p-s.v. Odtud

a z toho, ze g € L, vyplyva
/|f|du < /gdu < 00,
atudiz f € L.

Dale dokazeme tvrzeni o zaméné limity a integralu. Uvédomte si, Ze staci uvazovat realné
funkce f,, (a tedy i f), protoZe toto tvrzeni lze aplikovat zvlast na Re f,, a Im f,, a dostat tak
obecné tvrzeni véty pro komplexni f,.

Potom je f € L a plati:
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Piedpokladejme tedy, Ze hodnoty funkci f,, jsou realné pro kazdé n € N. Potom z pfedpo-
kladu | f,,| < g p-s.v.plyne, ze g+ f,, > 0ag—f, > 0 p-s.v. Potom aplikaci Fatouova Lemma 5.31
na posloupnosti {g+ f,,}°2; a {g — f.}>2; (které podle potteby dodefinujeme nulou v bodech,
ve kterych nejsou nezaporné, coz nema vliv na hodnoty integralti nize) a dostaneme

/gdu—l—/fdu§liminf/(g-i-fn)du:/gd,u—i—liminf/fnd,u
n—oo n—oo

/gdu— /fdu < liminf/(g— fa)dp = /gdu—limsup/fndu-
n—oo n—ro0
Odtud plyne, Ze

limsup/fnd,ug /fd,u < liminf/fnd,u,
n—oo

n—oo
a tedy vSechny nerovnosti plati jako rovnosti. To znamen4, Ze limita posloupnosti { [ f,du}52,
existuje a je rovna [ fdy. O

Poznamka: Vsimnéte si, ze predpoklady Véty 5.43 implikuji, Ze { f,,} je posloupnost integra-
bilnich funkci, nebot koneénost integralu [ |f,|du je disledkem nerovnosti |f,| < g p-s.v.
a toho, ze g € L.

Poznamka: Z Lebesgueovy véty snadno odvodime tvrzeni, které je zobecnénim Véty 1.19:
Necht 1 je kone¢na mira, { f,,}2, posloupnost omezenych méfitelnych funkeci, ktera konver-
guje stejnomérné k funkci f na X, potom

/fduzr}gﬂgo/fndu-

Neni-li ;¢ kone¢na na X, tj. u(X) = oo, tvrzeni neplati. Diikaz je pfenechan étenafi jako Cvi-
¢eni 5.8.

Poznamka: Je-li u Lebesgueova mira m na R, je obvyklé psat napt. misto f(a b fdm symbol

/ab f(x)dz

stejné jako pro integral Riemanntv. VSimnéte si, ze v pfipadé Lebesgueovy miry na R je
fdm = fdm = fdm = fdm,
(a,b) (a,b] [a,b) [a,b]

protoze se jednotlivé intervaly lisi jen na mnoziné Lebesgueovy miry 0. Pro obecnou Lebesgue-
ovu-Stieltjesovu miru p asociovanou s funkci F' plati f(a ) fdp = f(a i fdu, jen pokud je F'
spojita v bodé b, viz Cviceni 4.7, a podobné pro druhy krajni bod.
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Priklad 5.44: Spocitame limitu

* nsin (x/n)

li dz.
b o x(1+2a?) o
Pouzijeme Lebesgueovu vétu na posloupnost funkei
nsin (z/n)
fala) = ———5=,
x(1+ x?)

které jsou méfitelné na (0, 00), nebot jsou zde spojité. Protoze

smy‘ <1
Y
pro véechna y € (0, 00), dostaneme
o) < 15 = 0(0)
n(x)] < = g(x
1 +az 7

pro vsechnan € Na x € (0,00). Funkce g je integrabilni majoranta posloupnosti { f,,}°° ,, tj.

g € L((0,00), m), protoze
o > do T
dz = —
/0 gla)de /0 I+a27 2

Zde pouzity Lebesguetv integral ma stejnou hodnotu jako odpovidajici integral Riemanntiv,
coz si ukazeme pozdéji (viz podkapitola 5.4). Dale

lim f, () = —

n—00 - 1+ 22

pro kazdé = € (0, 00). Proto podle Lebesgueovy véty mizeme zaménit limitu a integral a do-
staneme tak vysledek

lim Oonsin(x/n)dx:/oo dz ™
n—oo [, J](1+J}2> 0 ].—|—.Z‘2 2

Dale si ukazeme nékolik uzite¢nych aplikaci Lebesgueovy véty.

Véta 5.45: Necht {f,}5°, je posloupnost y-s.v. definovanych méfitelnych funkci takova, ze

s < .
3 i<

Potom funkéni fada )~ | f,, konverguje p-s.v. k funkei z L a plati:

/inw=i/nw
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Diikaz. Polozime-lig =" |fn
Z Véty 5.26 plyne, Ze

, potom je g p-s.v. definovana funkce s hodnotami v [0, co].

/gdu = i/mw < 0o0.

Tedy g € L. Specialné Lemma 5.33 implikuje, Ze ¢ je konec¢na p-skoro vsude. Jinymi slovy fada
Yo | fa(x) absolutné konverguje pro p-s.v. © € X a v téchto bodech x tedy také konverguje.
Navic pro kazdé n € N a pi-skoro vsude plati

Z fi
j=1

Tudiz z Lebesgueovy Véty 5.43 aplikované na posloupnost caste¢nych soucta 2?21 f; dosta-
neme, zey fn€La

<y

o0 o0

[ fudn=3 [ e

n=1 n=1

]

Dalsi tvrzeni ukazuje, ze funkce z prostoru L lze v jistém smyslu libovolné pfesné aproxi-
movat jednoduchymi integrabilnimi funkcemi.

Véta 5.46: Necht f € L. Potom plati:

1. Pro kazdé € > 0 existuje jednoducha integrabilni funkce ¢ = Z;n:l ajxg, takova, zZe
/ ¢ — fldp < e.
2. Je-li u Lebesgue-Stieltjesova mira na R, potom lze mnoZiny F; z definice ¢ volit jako

konecna sjednoceni otevienych intervala.

3. Je-li i Lebesgue—-Stieltjesova mira na R, potom ke kazdému € > 0 existuje spojita funkce g,
ktera je konstantné nulova mimo kompaktni interval a plati

/If—gldu <e

Diikaz. 1. Necht f € L. Z Véty 5.15 vyplyva, Ze existuje posloupnost jednoduchych integra-
bilnich funkei {¢, }22 | takov4, Ze pro vsechna n € N a p-s.v. je |¢,| < |f| a ¢, — f. Funkee
2|f| € L je integrabilni majoranta posloupnosti {|¢, — f|}22 , nebot

G0 — fI < |l + [f] < 2[f]

pro vSechna n € N a pu-s.v. Proto miizeme aplikovat Lebesgueovu Vétu 5.43, ze které vyplyva,
ze

lim /\¢n — fldpu = 0.
n—oo
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Tedy k danému € > 0 najdeme ny € N dostatecné velké tak, ze pro ¢ := ¢, plati

[ 160, = sl <

coz jsme chtéli dokazat.
2. Predpokladejme, ze 1 je Lebesgueova—Stieltjesova mira na R. Zvolme ng € N tak velké,

aby pro ¢ := ¢, platilo

€

o — fldu < —.

[16=ridn <5
Dale uvazujme reprezentaci ¢ ve tvaru ¢ = Z;nzl a;jXE,;, kde ai, ..., a, jsou navzijem riizna
nenulova ¢isla a £y, ..., E,, jsou po dvou disjunktni méfitelné mnoziny. Nasim umyslem je

aplikovat Vétu 4.49 na mnoziny ;.
Vsimnéte si, Ze pro dvé mnoziny F, F' € M plati

M(EAF):/|XE—XF|dNa

nebot |[xg — Xr| = xgar, kde EAF = E\ FUF \ E je symetricka diference mnozin F a F.
Déle ovéiime, ze ji(Ej;) < oo pro kazdé j € . Protoze [¢| = > 7", |a;j|xg,, mdme

[ 161 = laln(E,)
Ej

a proto
1 1
u(E) = o [ Joldu< - [ 17l <o
laj| /g, |,

Nyni mizeme aplikovat Vétu 4.49 na mnozinu F;, podle které existuje mnozina A;, ktera je
kone¢nym sjednocenim otevienych intervalq, tak, ze plati

€
AAE) < ——
,u( J ]) 2m‘aj|

pro kazdé j € m. Hledanou jednoduchou funkci nyni miizeme zavést vztahem

<5 = Z AjXA;-
j=1
Pro ni totiZ mame .
[16=6ln =" lajln (4B < §
j=1
a celkem tedy
€

J16-nians [16-oldu+ [16-fiau<5+5=c
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3. Z tvrzeni 2. vyplyva existence jednoduché funkce ¢ = Z;n:l ¢ixi;, kde Iy, ..., Iy, jsou
otevfené intervaly, takové, ze

15 -ddn<s

Bez Gjmy na obecnosti lIze predpokladat, ze I, ..., I,, jsou po dvou disjunktni a ¢; # 0 pro
kazdé j € m.

Idea diikazu je pro fixni j € 7 aproximovat funkci 7, spojitou funkci g;, ktera bude kon-
stantné nulovéa vné intervalu obsahujiciho I; a [ |x; — g;|du bude maly. Je-li I; = (a;,b;),
potom muzeme volit g; napf. tak, Ze g; ma hodnotu 0 na (—oo, a;] U [b; + §, 00), hodnotu 1 na
la; + 6,b;] a je linearni na [a;, a; + d] a [bj, b; + 6] pro § > 0 malé. Potom je

/ X1, — g5ldp < ul(az, aj +8]) + p((by, bj + 0]) = Fa; +0) — Fla;) + F(b; + 6) — F(by),

kde F' je neklesajici zprava spojita funkce asociovana s Lebesgueovou-Stieltjesovou mirou .
Protoze je F' zprava spojit4, Ize volbou dostate¢né malého 6 > 0 udélat rozdily F'(a;+6)—F'(a;)
a F'(b; + 0) — F(b;) libovolné malé. Zvolme tedy 0 > 0 tak, aby

(Vj € 1) (F(aj +0) = Fla;) < 4m6|0j| N Fl )= F) < 4m€|Cj|)‘

Potom hledanou spojitou funkci g pro tvrzeni véty je g := Z;nzl c;gj, nebot
€ m
F=gldp< [1f =eldu+ [ 6 —gldp <5+ el [, — gjldp
j=1

€ & € € €
< — . — _
2 +; <] (4m|cj] * 4m|cj]) 2 *

= €.

DO | ™

O

Poznamka: Pozdéji zavedeme metricky prostor L!(u) s metrikou definovanou integralem
[1f = gldu pro f,g € L'(u). Poznamenejme jiz nyni, ze Véta 5.46 fika, ze prostor jedno-
duchych funkci je husty v L' (). Je-li navic i Lebesgueova-Stieltjesova mira na R, je také pro-
stor C..(R) spojitych funkci s kompaktnim nosi¢em (tzn. nulovych vné kompaktniho intervalu)
husty v L'(11); viz také Cviceni 5.9.

Jako posledni aplikaci Lebesgueovy véty si v této ¢asti odvodime dvé uzite¢na tvrzeni tyka-
jici se zamény limity/derivace a integralu pro funkce zavislé na realném parametru.
Véta 5.47 (O limité): Necht —oco < a < b < 00, ty € (a,b) a f : X x (a,b) — C. Pfedpokla-
dejme dale, ze

i. (Yt € (a,b))(f(-,t) je méfitelna),

i, (p-s.v. x € X)(limy_yy, f(z,t) =: h(x)),
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iii. (Jg € L)(p-s.v.x € X)(Vt € (a,b))(|f(x,t)| < g(z)).

Potom je h € L a plati:

jim [ (o 0dn(e) = [ ho)duta).

t—to

Specialné je-li h(z) = f(x,t), tj. f(z,-) je spojita v £y pro p-s.v. z € X, potom také funkce
F(t) := [ f(z,t)du(x) je spojita v bodé .

Diikaz. Zvolme libovolné posloupnost {t,}5°, C (a,b) tak, ze t,, — t; a ozna¢me

fu(@) = (2, tn).

Z piedpoklad i.-iii. plyne, ze { f,,} je posloupnost méfitelnych funkci, f,, — h p-s.v. a existuje
g € L takova, ze |f,(x)| < g(x) pro kazdé n € N a p-s.v. © € X. Muzeme tedy aplikovat
Lebesgueovu Vétu 5.43, z niz plyne, ze h € L a

lim [ f(x,t,)du(z) = /hd,u.

n—oo
Tvrzeni je nyni disledkem Heineho Véty 2.75. O

Poznamka: Neni nezbytné, aby f z Véty 5.47 byla definovana v bodeé ¢, jak ¢tenai snadno
domysli z dikazu. Uvedena formulace véty je zvolena pro jednoduchost. Déle technicky krok
pouzity v dikazu, kdy misto limity ¢ — ¢, pfechazime k posloupnosti ¢, — ¢y a vyuzivame
Heineho véty je nezbytny, protoze Lebesgueova véta se tyka pouze funkénich posloupnosti.

Véta 5.48 (O derivaci): Necht —co < a<b<ooa f: X X (a,b) — C. Predpokladejme dale,
Ze
i. (Vt € (a,b))(f(-,t) je integrabilni),
ii. (p-s.v.x € X)(f(x,-) je diferencovatelna na (a, b)),
iii.
of

(3g € L)(p-sv. x € X)(Vt € (a,b)) (‘E(x,t)‘ < g(x)) .

Potom je funkce F'(t) := [ f(x,¢)du(x) diferencovatelna na (a,b), d,f(-,t) € L a plati:

sz/%@wmm

pro kazdé t € (a, ).
Diikaz. Zvolme libovolné ¢y € (a,b), posloupnost {t,,}5°, C (a,b) \ {to} takovou, zZe t, — 1o

a definujme
f(x7tn) — f(l',to)

hp(x) == Pa—
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Podle predpokladu i. jsou funkce h,, méfitelné a podle predpokladu ii. existuje limita

lim hy,(x) of

n—o0 - E

(LU, to)

pro p-s.v. x € X. Dale z Véty o prirtstku a predpokladu iii. plyne, Ze pro p-s.v. x a vSechna
n € N plati
of

()] < ‘—(l’,&z) < glo),

ot

kde &, € (a,b).
Muzeme tedy aplikovat Lebesgueovu vétu na posloupnost { h,, } 2 ; a dostaneme, ze 0, f (-, to) €
L a existuje limita

im Z) = FC0) o ()du() = / %(w,to)du(m).

n—00 t, — 1o n—+00
Jelikoz byla posloupnost {¢,,}°° ; volena libovolné, vyplyva z Heineho véty, Ze existuje limita

F(t) - F 0
i TO=E0) P8 o)

To znamena, Ze je F' diferencovatelna v bodé ¢, a pro jeji derivaci F”(ty) plati tvrzeni véty. [

Poznamka: Predpoklad i. ve Vété 5.48 je mozné zeslabit a piedpokladat méfitelnost f (-, ¢) pro
vsechna t € (a,b) a integrabilitu f(-,¢y) pro jedno né&jaké ¢y, € (a,b). Potom totiz dostaneme
pro lib. t € (a,b) s pomoci Véty o pfirastku a predpokladu iii. odhad

[f (@, )] < |f(2,to)| + g(@)|t — to]

platny pro p-s.v. © € X, z ¢ehoz plyne, ze f(-,t) € L.

Poznamka: Poznamenejme, Ze interval (a, b), ktery vystupuje ve Vétach 5.48 a 5.47, zejména
v pfedpokladech iii. s integrabilni majorantou g, mtze byt obsazen ve vétsi oteviené mnoziné /
(napt. I = R), na niz je funkce f(x,-) definovina. Pokud pfedpoklady Vét 5.48 a 5.47 plati
pro vsechny (a,b) C I, kde ovSem majoranta ¢ mize zaviset na a a b, dostaneme spojitost
i diferencovatelnost funkce F' na celém I, nebot jsou to lokalni vlastnosti.

Priklad 5.49: Spocitame integral

™/2 arcte(tt
Ft) = / de
0 gr

kde t € R. Pomoci Véty 5.48 nejprve najdeme derivaci F. Ozna¢me f : (0,7/2) x R — R

funkci

arctg(ttg )

f({L',t) = tg—gj’
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Pro kazdé t € R je funkce f(-,t) spojita na (0,7/2), a tudiz méfitelna. Déle pro kazdé = €
(0,7/2) je funkce f(z, -) diferencovatelna na R. Tedy pfedpoklady i. a ii. Véty 5.48 jsou splnény.
Také predpoklad iii. je splnén, protoze

af 1
—(z,l)|=—-——<1
'6t(x’)‘ 1+t2tg?a —
pro kazdé (z,t) € (0,7/2) x R a1 je integrabilni funkce na (0, 7/2). Tedy podle Véty 5.48
mame P
B d
p@:/)__gir
0o 1+titg*x
pro kazdé R.

Posledni integral jiz jednoduse spocitime (jako Riemannuv integral). VSimnéte si, ze F je
licha funkce, a proto se stac¢i se omezit na ¢ > 0. Po substituci y = tg x dostaneme

> 1 d 1 © t2 1
ro- | L= | - dy,
o 1+t2y21+4+y2 2-1J, \1+t22 1+¢2

kde pro platnost druhé rovnosti musime navic predpokladat, ze ¢ # 1. Odtud déle spocitame,
ze

1 o T 1
F'(t) = o [t arctg(ty) — arctgy],” = 3T

prot > 0,t # 1. Pfipad ¢ = 1 bychom mohli pocitat pfimo, ale jednodussi je si vSimnout, ze
z Véty 5.47 plyne, ze F" je spojita v bodé t = 1. Pfedpoklad iii. plati diky jednoduchému odhadu

1 1
<1
1+ t2y2 1+ 9y —

pro vSechnat € Ray € (0,00). Také predpoklady i. a ii. jsou splnény (ovéfte). Celkem tedy
mame rovnost

1
Flt)y=2"——_
2t+1

pro vechna ¢ > 0. Integraci dostaneme F'(t) az na aditivni konstantu C' € R:
mw:gmu+w+0,t20

Jelikoz F'(0) = 0, vyjde nam C' = 0. Nakonec sta¢i I’ prodlouzit jako lichou funkei na (—o0, 0)
a dostaneme zavér:

F(t) = 7%ln(l—l—t) prot >0,
—5In(1 —¢) prot <O.
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5.4 Vztah Lebesgueova a Riemannova integralu”®

Je-li i Lebesgueova mira na R, potom integral vzhledem k ;2 vybudovany v predchozi casti se
nazyva Lebesguetiv integral. Ctenaf uz zna z prvniho roéniku integral Riemanntv, a proto je
vhodné se na tomto misté podivat na vztah obou integrala.

Pfipomenme si stru¢né definici Riemannova integralu. Délenim kompaktniho intervalu [a, b]
rozumime kone¢nou posloupnost bodtt 0 = {x¢, x1,..., 2, } splivjicia = x9 < 21 < -+ <
Tm—1 < T, = b.Necht f je redlnd omezena funkce definovana na [a, b]. Horni a dolni integralni
soucet f pfirozdéleni o jsou cisla

So(f) = i M (@ —win)  a so(f) = imiﬁ (i — i),
i=1 =1

kde
MP = sup flz) a m) = inf f(z).

i
TE[xi—1,%4) TE€[Ti—1,4]

Potom definujeme horni a dolni integral vztahy
b
/ f(z)dx := inf{S,(f) | o je déleni [a, b]},

/ f(z)dx := sup{s,(f) | o je déleni [a, b]}.

Funkci f nazyvame riemannovsky integrabilni, pravé kdyz

/;bf(x)dx _ _/:f<x>dx.

Tuto spole¢nou hodnotu nazyvame Riemannuv integral f na [a, b] a znacime fab f(z)dx.

Véta 5.50: Bud [ : [a,b] — R omezena. Je-li f riemannovsky integrabilni na [a, b, je f také
(lebesgueovsky) integrabilni na [a, b] a plati:

b
/ f(z)dx = fdm.
a [a,b]
Poznamka: Zde jesté striktné rozlisujeme ve znaceni, abychom odlisili Riemanntv a Lebesgu-
euv integral. Je ale zcela bézné pouzivat znaceni fab f(z)dx pro Lebesguetv integral f[a b fdm.

Diikaz Veéty 5.50. Staci ukazat, Ze riemannovsky integrabilni funkce f je lebesgueovsky méfi-
telna, nebot integrabilita f potom plyne ihned z omezenosti f a intervalu [a, b].

Necht je f riemannovsky integrabilni na [a, b]. Pro libovolné déleni o = {x;}" intervalu
[a, b] definujme jednoduché funkce

. f . f
GO’ = Z M'L( )X(xifl,l‘i] a gO' = Z mz( )X(xL,th]
=1 i=1
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Potom g, < f < G, na [a, b] a plati

5.:0) = [ Gotm & so($) = [ gutm.

Pfipomenme dale, Ze z riemannovské integrability f plyne existence posloupnosti zjemnujicich
se rozdéleni o,, intervalu [a, b, tj. 0,41 C 0y, pro kazdé n, jejichz norma ||o,,| = max; |z; —
x;_1| — 0 a pro kterou plati:

n—oo

b b
lim S, (f) = / fla)de a  lim s, (f) = / F@)da.

Z inkluze 0,, C 0,41 plyne, ze G,, > Go,., 2 go, < §o,.,- Diky této monotonii existuji
limitni funkce G := lim,,_,o, G,,, a ¢ := lim,,_, gs,,, které jsou konecné, protoze

Go,| < (b—a) sup [f(z)] <00 a |go|<(b—a) sup [f(z)] < o0

z€[a,b] x€[a,b]
pro kazdé n € N. Z Lebesgueovy Véty 5.43 plyne, Ze g a GG jsou lebesgueovsky méritelné a

b
/de = lim [ G,,dm = lim S,, (f) :/ f(z)dx

n—oo

/gdm = /abf(x)dx.

Odtud plyne, ze [(G — g)dm = 0 a protoze G > g, je G = g s.v. podle Véty 5.39. Vezmeme-li
do tvahy také nerovnosti g < f < G, zjistime, ze f = G s.v. TudiZ f je méfitelna a plati

[ fam = [ Gam | ’ f(a)de

Z Véty 5.50 plyne, Ze Lebesgueova teorie integralu v sobé zahrnuje teorii Riemannova (vlast-
niho) integralu. Podobné také funkce s absolutné konvergentnim zobecnénym Riemannanovym
integralem jsou lebesgueovsky integrabilni a oba integraly se shoduji.

a podobné

[]

Véta 5.51: Necht f ma absolutné konvergentni Riemannav integral na kompaktnim intervalu
la, b], potom je f (lebesgueovsky) integrabilni na [a, b] a plati:

b
/ f(zx)dx = fdm.
a [a,b]

Diikaz. Stali predpokladat, ze b je jediny kriticky bod funkce f na [a, b]. Nejprve ukdzeme, ze
f je lebesgueovsky méfitelna na [a, b]. Podle pfedpokladu je f riemannovsky integrabilni na
la,b — 1/n] pro kazdé n € N, a proto podle Vét 5.50 a 5.5 mame

Fap = {xe {a,b—ﬂ ‘f(x) >oz} = 1 (e, 00)) N {a,b—l} L

n
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pro kazdé n € Na o € R. Protoze

E, ={zx €la,b] | f(z) > a} = U EonUF,

n=1
kde F' = (), nebo F' = {b}, v kazdém ptipadé F € L, je také E, € L pro kazdé a € R.
Z Véty 5.5 plyne, Ze f je lebesgueovsky méfitelna na [a, b] a totéz plati o | f|.
Aplikujeme-li Vétu 5.24 o monoténni konvergenci spolu s Vétou 5.50, dostaneme

b— 1/n
/ |f(z)|dz = hm/ z)|dz = lim |f|dm:JLHSO/X[W—V"]mdm

n—00 la,b—1/n]
- / fldm,
]

atudiz f € L([a,b]). Nyni mizeme v rovnosti

b—1/n
/ f(z)der = / fdm,
a la,b—1/n]

ktera je opét dusledkem Véty 5.50, poslat n — oo a z Lebesgueovy Véty 5.43 dostaneme tvrzeni
o rovnosti integralt. []

Poznamka: Modifikaci ditkazu mtzeme Vétu 5.51 dokazat také pro funkce majici absolutné
konvergentni Riemanntv integral na neomezenych intervalech.

Tedy Lebesgueova teorie integralu zahrnuje také funkce s absolutné konvergentnim zo-
becnénym Riemannovym integralem. Na druhou stranu funkce s neabsolutné konvergentnim
Riemannovym integralem uz lebesguevsky integrabilni byt nemusi, viz Piiklad 5.52. V takovém
pripadé je néjaké dodatecné rozsifeni Lebesgueova integralu nevyhnutelné. Nékteii autoii za-
vadéji zobecnény Lebesguetv integral na R pomoci limity podobné jako zobecnény Riemanntv
integral, ale my se timto zobecnénim zde zabyvat nebudeme.

Priklad 5.52: Uvazujme funkci

n

=y

X(n—l,n]-
Potom
1 = 1
+ _ - - _
/ ; 2nX(2n—1,2n} a f ; o — 1X(2n—2,2n—1]a
a proto

— 1
+d —= _— = d .
/f " Zn:12n > /f e 2n—1 -
Tudiz f ¢ L(]0,00),dm). Na druhou stranu f ma neabsolutne konvergentni Riemanntv inte-

gral na [0, 00), nebot
i [ a3

n=1

’I’L

= —1In2.
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Priklad 5.53: Klasicky priklad ilustrujici tutéz skutecnost jako Priklad 5.52 je tzv. Dirichletiv

integral
/ e = (55)
0 x 2

jehoz vypocet uz neni tak trivialni. Upozornéme, Ze jde o zobecnény Riemannuv integral, ktery
je definovan pfislusnou limitou, a nikoli Lebesgiv integral, protoze funkce sin(z)/z neni lebe-
sgueovsky integrabilni na (0, o). To ovéfime nize. Obvykly vypocet Dirichletova integralu je
zalozen na tzv. reziduové vété z komplexni analyzy, kterou zde nemazeme aplikovat. Vypocet,
ktery si ukazeme, vyuziva jiz nabytych znalosti o Fourierovych fadach.

1. Oznac¢me ]
(2) = sin x
g\x) - -
pro x > 0. Nejprve ovétime, ze g ¢ L ((0, 00), dm). Jelikoz
sin =
g'(r) = — (X(om) + ZX((zj—nw/z,(sz)w/m) :
=2
muzeme odhadovat
o0 1 o
1 (2]+1)7T/2 4 1
Jr .
g dm > —/ sin(z)dr = — , = 00.
/ ; (2) — Dm/2 (2j—1)m/2 ™ ]Z:; 2j—1

Podobné se ukaze, ze také

/g_dm = 00.

Odtud plyne, Ze g neni integrabilni na (0, co).

2. Dale dokazeme (55). Konvergence zobecnéného Riemannova integralu v (55) plyne z Di-
richletova kritéria.

Uvazujme funkci
f(z) = sin(z/2)

x

na intervalu [—7, 7] dodefinovanou spojité v bodé = = 0, tj. f(0) = 1/2. Podle Véty 1.64
konverguje Fourierova fada funkce f na (—m, 7) k funkeci f v kazdém bodé intervalu [—7, 7],
specialné v bodé x = 0. Dale aplikaci Véty 1.58 dostaneme

. o R sin ((n + 1/2)t)

5 = f(O) - nh_)rrolo F”<O) o nh—glo 27 /_7T f(t) sin (t/2) «
.1 [Tsin((n+1/2)1)
=g [

V poslednim integralu provedeme substituci z = (n + 1/2)t a po drobné tipravé mame

(/27 in ¢ © sinx © sinx
m = lim dx:/ dx:2/ dx,
=0 (n1/2)m L - € 0 €

[e.9]

z ¢ehoz plyne rovnost (55).
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Ukéazeme si jesté jednu zajimavou vétu, ktera je Lebesgueovou charakterizaci riemannovské
intebrability. Rozhodnout, zda je dana omezena funkce na kompaktnim intervalu riemannovsky
integrabilni, nemusi byt jednoduchy ukol. Nasledujici véta mtze tento problém zna¢né zjedno-
dusit.

Véta 5.54 (Lebesgueovo kritérium riemannovské integrability): Omezena funkce f : [a,b] —
R je riemannovsky integrabilni, pravé kdyz

m ({z € [a,b] | f nenispojitav z}) = 0.

Diikaz. Nez se pustime do samotného dikazu, uvedeme definici oscilace f na mnoziné a v bodé
a jeji zakladni vlastnosti. Je-li A C [a, b], potom ¢islo

wy(A) = sup f(w) — inf f(z) = sup |f(x) = f(y)]

€A z,yeA

nazyvame oscilace f na A. Vsimnéte si, ze ws(A) < ws(B), pokud A C B. Je-li z € [a,b],
nazyvame cislo

we(z) == inf we(B,(d) N a,b]) = inf ws(B,(d) Na,b])

6>0 0—0+

oscilace f v bodé x. Nasledujici vlastnosti oscilace funkce pouzijeme dale. Jejich ovéfeni je pre-
nechano ¢tenafi jako Cviceni 5.10.

« Funkce f je spojita v bodé x, pravé kdyz ws(x) = 0.

« Pro kazdé o > 0 je mnozina {z € [a,b] | ws(z) < a} oteviena v [a, b).

« Pro kazdé o > 0 je mnozina {z € [a,b] | ws(z) > o} uzaviena v [a, b].

1. Implikace (=): Necht f : [a, b] — R je riemannovsky integrabilni. Ozna¢me
N(a) :={zx € a,b] [ wy(z) > a},

kde o > 0. Protoze
> 1
{z € ]a,b] | f nenispojitavz} ={z €la,b]|wslx)>0}= U N (E) :
n=1

sta¢i dokazat, ze m(N(«)) = 0 pro libovolné o > 0.
Zvolme pevné o > 0 a ¢ > 0. Z riemannovské integrability f na [a, b] plyne, Ze existuje
déleni o = {z;}", intervalu [a, b] takové, Ze

Se(f) = so(f) = wa ([wie1, i]) (w7 — @5-1) < e
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Ozna¢me F := {i € m | (z;_1,x;) N N(c) # 0}. Pro kazdy index i € F je wy ([xi—1,24]) > a,
a tudiz

aZ(zi — ;1) < wa ([Tiz1, @) (2 — 24-1) < e

i€F i=1
Odtud plyne, Ze
Zm (i, xi-1)) = Z(xz — 1) <€
i€l ieF
Intervaly {(z;,z;_1) | i € F'} pokryvaji mnozinu N («) s moznou vyjimkou bodt {zo, ...,z },

coz je ale mnozina Lebesgueovy miry nula.
Celkem tedy jsme k libovolnému e > 0 nasli mnozinu E. € L takovou, ze N(a) C E.
am(FE,) < e. Polozme

E:= QEW.

Potom N(«) C Fam(FE) = 0azuplnosti miry m plyne, ze N («) je méftitelnd am(N(«)) = 0.

2. Implikace (<=): Podle ptedpokladu je m({z € [a,b] | ws(z) > 0}) = 0. Zvolme € > 0.
Potom N(e) C {z € [a,b] | ws(x) > 0}, a proto m(N(e)) = 0. Mnozina N (e€) je uzaviena
a omezend, tedy kompaktni. Podle 2. tvrzeni Lemma 4.46 1ze mnoZzinu N (¢) pokryt spocetné
mnoha otevienymi intervaly, jejichZ celkova Lebesgueova mira je mensi nez e. Diky kompakt-
nosti N (¢), existuje kone¢ny pocet téchto otevienych intervala pokryvajicich N (¢). Ozna¢me
je U, ... Uy ajejich uzaveéry Iy, ..., I. Tedy

Bez Ujmy na obecnosti mizeme predpokladat, Ze intervaly [, ..., I jsou po dvou disjunktni,
jinak bychom kazdé dva intervaly s neprazdnym prunikem spojili do jednoho intervalu.

Mnozina K := [a, b]\ UL, U; je koneéné sjednoceni po dvou disjunktnich uzavienych inter-
valla pro kazdé = € K jews(x) < e. Oznalme si tyto intervaly Ji, . . ., J;. O téchto intervalech
muzeme predpokladat, ze wy(.J;) < € prokazdé j € . Pokud by tomu tak nebylo, lze rozdélit J;
na kone¢né mnoho uzavrenych podintervala tak, Ze oscilace f na kazdém délicim intervalu uz
bude mensi nez e. Ukazme si, Ze to lze skute¢né provést. Necht J C [a, b] je uzavieny interval
takovy, ze (Vz € J)(ws(x) < €). Z definice wy(x) vyvodime, ze

(Va € J) (30, > 0)(w(Ba(0,) N [a, b)) < ).

Systém otevienych intervalt { B, (d,)}.c je oteviené pokryti kompaktu .J, a proto z nich lze
vybrat kone¢né mnoho intervali, které stale pokryvaji J. Jejich rdzné koncové body obsazené
v J mzeme usporadat a oznacit ¢q,...t._1 € J. Oznacime-li jesté ¢, a ¢, koncové body J,
dostavame déleni J, pro jehoz dil¢i intervaly plati

(Vs € ) (ws ([to1 ) < €,
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nebot pro kazdé s € 7 existuje né&jaké = € J tak, Ze [ts_1,ts] C By(0;).
Celkem tedy mame intervaly I, ..., Iy, Ji, ..., J;, které pfedstavuji déleni o intervalu [a, b]

a plati pro né, ze
k

Zm(m <e a (Vjel(wJ) <e).

Dil¢i body déleni o si oznaéme xg, . . ., Z,,. Potom mame

!
Se(f) — so(f wa Ty, 1)) (2 — 2i1) wa i)+2wf(Jj)m J
=1

!
<22||f||oom )+ > em(J;) < 2||flloct + €(b — a),
7=1

kde || f[|coc = SUp (o | f(2)]. Posledni vyraz Ize udélat libovolné maly vhodnou volbou €, z ¢e-
hoz plyne, Ze f je riemannovsky integrabilni na [a, b)]. O

Priklad 5.55: Riemannova funkce (nebo téz Thomaeova) je definovana vztahem

Fla) = {2, jeliz e R\ Q,

ol je-lixz = §,p € Z,q € N ap, g nesoudélna.

Ovéfime, zZe [ je spojita na R \ Q a neni spojita na Q.

Funkce f neni spojita na Q: Bud r € Q. Zvolme posloupnost iracionalnich ¢isel r,, konver-
gujicich k r, napf. r,, := r 4+ v/2/n. Potom je f(r,) = 0 pro vechnan € Na f(r) > 0. Tudiz
f(r,) nekonverguje k f(r), a proto f neni spojita v r.

Funkce [ je spojita naR \ Q:Buda € R\ Qae > 0. Zvolme ng € N takové, ze 1/ny < e.
Jelikoz je v intervalu (a — 1, a + 1) pouze kone¢né mnoho racionalnich ¢isel, jejichZ jmenovatel
je mensi nez ny (rozmyslete), najdeme § > 0 dostate¢né malé tak, aby interval (a — §,a + ¢)
neobsahoval Zadné racionalni ¢islo se jmenovatelem mens$im nez ny. Potom pro kazdé x €
(a—6,a+9)je

£0)~ f@)] = 5@ < - <.
Tudiz f je spojita v bodé a.

Protoze m(Q) = 0, plyne z Véty 5.54, Ze f je riemannovsky integrabilni na libovolném
kompaktnim intervalu [a, b]. Navic podle Véty 5.50 se Riemannuv integral f na [a, b] shoduje
s Lebesgueovym, z ¢ehoz vyvodime, zZe

/ e =

Ukazme si jesté priklad riemannovsky integrabilni funkce, ktera je nespojita na mnoziné
mohutnosti kontinua.

nebot f = 0 s.v.
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Priklad 5.56: Uvazujme charakteristickou funkci yo Cantorovy mnoziny C' z Prikladu 4.51.
Jelikoz je C' totalné nesouvisla, viz Cviceni 4.10, existuje k libovolnému bodu ¢ € C' posloupnost
x, € [0,1]\ C tak, ze x,, — c. Tzn., Ze xc(x,) = 0 pro kazdé n € N, kdezto xc(c) = 1. Proto
X ¢ neni spojitad na C'. Naopak z toho, ze C' je kompaktni, a tudiz [0, 1]\ C' je oteviena, vyvodime,
ze X ¢ je spojita funkce na [0, 1] \ C'.

Jak vime z Ptikladu 4.51, m(C') = 0, a proto je podle Véty 5.54 x ¢ riemannovsky integrabilni
funkce na [0, 1]. Navic podle Véty 5.50 dostaneme okamzité hodnotu Riemannova integralu

/01 xc(z)dx = 0.

Lebesgueova teorie nabizi dvé zasadni vyhody oproti Riemannové teorii. Za prvé mame
k dispozici mocné limitni véty jako je Véta o monoténni konvergenci a Lebesgueova véta. Tyto
véty jsou zasadnim argumentem v mnoha dalsich vysledcich a nelze je dokazat pro Riemanntv
integral.

Za druhé Lebesguetv integral umoziuje integrovat mnohem vétsi tfidu funkci. Napf. Di-
richletova funkce yg neni riemannovsky integrabilni na zadném intervalu [a, b], nebot neni
nikde spojit. Z hlediska Lebesgueovy teorie je xg = 0 s.v., tudiz je integrabilni a [ xqodm = 0.
Samoziejmé tuto vétsi obecnost zfidka vyuzijeme pfi vypoctu konkrétnich integrald, protoze
integraly klasické analyzy typicky integruji riemannovsky integrabilni funkce. Avsak zcela za-
sadni dusledek vétsi mnoziny lebesgueovsky integrabilnich funkeci je, Ze mnoho metrickych
prostoru, jejichz metrika je definovana pomoci Lebesgueova integralu, jako napi. prostory L7,
jsou iplné metrické prostory (viz Véta 5.87). To ma fundamentalni dusledky jak v teorii funke-
nich prostord, tak v mnoha aplikacich, které vyuzivaji téchto metrickych prostoru.

5.5 Souc¢in mér a Fubiniho-Tonelliho véta

Uvazujme dva prostory s mirou (X, M, 1) a (Y, N, v). Jak uz vime z minulé kapitoly, systém
mnozin M XN = {AxB | A € M, B € N'},které bychom mohli nazyvat méfitelné obdéiniky,
neni o-algebrana X x Y. Proto jsme zavedli M ® N jako o-algebru generovanou M x N, tj.
minimalni o-algebru obsahujici méfitelné obdélniky. Nasim cilem bude zavést na M ® A miru
1 ® v spliujici

1@ v(A x B) = p(A)v(B) (56)

prokazdé A € M a B € N. Ze ziejmych divod se ;1 ® v nazyva souc¢inem mér yi a v nebo téz
soucinovou (produktovou) mirou.

Idea definice souc¢inové miry stavi opét na obecné Carathéodoryho konstrukci miry z pra-
miry na algebre. Tuto konstrukci provedeme v nasledujicich odstavcich. Po celu dobu predpo-
kladame, Ze jsou dany dva prostory s mirou (X, M, u) a (Y, N, v).

Lemma 5.57: Systém A kone¢nych sjednoceni po dvou disjunktnich méfitelnych obdélniki
je algebrana X x Y.

Ditkaz. Podle Lemma 4.16 staci ukazat, ze méfitelné obdélniky M x N tvoii elementarni sys-
tém.
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Ziejmé ) = O x (), a proto ) € M x N. Zbylé dvé vlastnosti z definice elementarniho
systému vyplyvaji z nasledujicich rovnosti:

(AxB)N(CxD)=(ANnC)x (BND)

(Ax B)°= (X x B°)U (A° x B),

které plati pro libovolné A,C' C X a B, D C Y a které se ovéfi pfimo z definice kartézského
sou¢inu mnozin. [

Na algebie A kone¢nych sjednoceni po dvou disjunktnich méfitelnych obdélnikt definu-
jeme zobrazeni 7 : A — [0, 0o] vztahem

= zn:,u(A v(B
j=i

kde £ = U} | A; x B; € A. Pfipomenme, Ze i zde pouzivame konvenci 0 - co = 0o - 0 = 0.
Lemma 5.58: Definice 7 je korektni, tj. hodnota 7 (E) nezavisi na reprezentaci mnoziny E €
A. Déle 7 je pramira na algebie A.

Diitkaz. Ovérime nejprve korektnost definice 7. K tomu ucelu predpokladejme, ze méfitelny
obdélnik A x B je sjednocenim po dvou disjunktnich méfitelnych obdélnikt Ay x By, jejichz
pocet miize byt konec¢ny i spocetné nekone¢ny. Druh4 moznost se nam bude hodit dale, a proto
rozsah pro index £ nebudeme specifikovat. Tedy

Ax B = U Ak X Bk
Potom pro libovolné x € X ay € Y mame
Xa(®)x5(y) = Xaxs(@,y) Z X5, (T, 9) Z X, (@) x5, (Y
Zintegrujeme-li tuto rovnost vzhledem k p a pouzijeme Vétu 5.26, dostaneme rovnost
= u(A)xs,(y)
k
pro kazdé y € Y. Zintegrujeme jesté jednou tentokrat vzhledem k v a vyvodime rovnost

= (A (By). (57)

Pro ovéfeni toho, Ze hodnota 7( E) nezavisi na reprezentaci F € A, pfedpokladejme, ze

i=1 j=1
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kde {A; x B;}i_; a{C; x D;}", jsou po dvou disjunktni méfitelné obdélniky. Potom pro kazdé
1 €N je
j=1
a mnoziny {(A; N C;) x (B; N D;)}7L, jsou po dvou disjunktni. Podobné
i=1
pro kazdé j € m. Odtud a z pozorovani (57) vyvodime, Ze

n m m

ZM(Ai)V(Bi) =3 > w(AinCyv(B;ND;) =Y u(Cy)w(Dy),

i=1 j=1 j=1

coz jsme chtéli ukazat.

Zbyva ovéfit, ze 7 je pramira na A. Ztejmé 7(0) = wu(0)v(0) = 0, a proto staci dokazat
o-aditivitu 7. Uvazujme tedy posloupnost {A; X By}, po dvou disjunktnich mnozin z A
takovou, ze U2 | Ay X By, € A. Vzhledem k aditivni definici 7 sta¢i predpokladat, ze U | Ay, X
By € M x N (rozmyslete), tj. U2, Ax X By = A X B pro néjakd A € M a B € N. Jelikoz
Ay x By € A, Ize mnozinu vyjadrit

ng
Ak X Bk = UAEk) X Bz(k),

i=1
kde {AZ(-k) X Bi(k)}?:’“1 jsou po dvou disjunktni méfitelné obdélniky. Potom je mnozina A x B
spocetnym sjednocenim po dvou disjunktnich métitelnych obdélnika

oo Mg

AxB:UUAZ(.k)xBi(k)

k=1i=1
a proto muzeme aplikovat rovnost (57). Pouzijeme-li také definici 7, dostaneme
0o Nk 00
T(Ax B) = p(A(B) =YY w(AP ) w(BM) =3 " 7(A x By),
k=1 i=1 k=1
coz jsme chtéli ovéfit. O

Nyni jiz je vSechno pfipraveno na aplikaci Carathéodoryho metody kontrukce miry z pra-
miry 7 na algebie A. Samoziejmé algebra A generuje o-algebru M®N'. Tedy podle Lemma 4.37
ur¢uje 7 vnéjsi miru 7* na X x Y, jejiz ztizeni na M ® N je podle Véty 4.38 mira, kterou jsme
chtéli zkonstruovat.
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Definice 5.59 (Souc¢in mér): Necht 7* je vnéjsi mira na X X Y urfena pramirou 7 na algebre A
definovanych vyse. Miru
pRv =11 MQN

nazyvame soucinem mér [ia v.

Jsou-li miry ;1 a v o-koneéné, tj. existuji { A; }3°, C M, kde (A;) < oo prokazdéi € N tak,
ze X = U2, Ajapodobné {B;}22, C N, kde v(B;) < oo prokazdé j € Ntak,ze Y = U2, B;.
Potom X X Y = U_1A; x Bjap®v(4; x Bj) = u(A;)v(B;) < oo pro vSechna i, j € N.
Tudiz 7 je o-konecna pramira, a tedy i mira v ® p je o-konecna. Navic podle podle Véty 4.38
je v ® j jedina mira na M ® N splaujici (56).

Nasim cilem je najit vztah mezi integraci vzhledem k soucinové mire ;1 ® v a integraci
vzhledem k miram p a v. Pro tyto vysledky bude predpoklad o-konecnosti mér y a v nezbytny.

Poznamka: Pro jednoduchost zde uvazujeme jen dva prostory s mirou, ovsem stejnou kon-
strukci se zavede soucin libovolného koneéného poctu mér. Konkrétné jsou-li (X7, My, pq),
ooy (X, My, ) dané prostory s mirou, potom systém A kone¢nych sjednoceni mnozin tvaru
Ay x -+ x Ay, kde A; € M, i € n, je algebra a analogickym postupem zkonstruujeme souci-
novou miru p; ® - - - @ p, na o-algebie M; ® - - - ® M,, spliwujici

Iu1®...®lun<A1><---XAn):H,ui(Ai)v

kde A; € M;, i € n. Navic jsou-li y; o-koneéné miry pro vSechna ¢ € 7, je mira j1; ® - - - ® puy,
na M; ® - -+ ® M, uréena jednozna¢né vlastnosti vyse. Také ocekavatelna asociativita (y; ®
H2) @ p3 = p1 & (e @ p3) = p1 @ ps ® ug plati. Detaily prenechame ¢tenafi.

Uvazujme stale dva prostory s mirou (X, M, i) a (Y, N, v). Pro budouci potieby zavedeme
nasledujici terminologii.
Definice 5.60 (Rez mnoziny): Necht £ C X x Y,z € X ay € Y. Mnoziny
E={yeY|(wy) el a B —{veX|(xy)eE}
nazyvame x-rez a y-rez mnoziny E.
Lemma 5.61: Je-li E € M ® N, potom (Vz € X)(E, € N)a (Vy € Y)(EY € M).
Diikaz. Pro potfeby dikazu uvazujme systém
R={FeMaN|(VreX)(E,e N)a(VyecY)EYe M)}
Systém R obsahuje méfitelné obdélniky, tj. M x N/, nebot napf.
B, jelize A,

(A% B). = {@, je-liz ¢ A.

Déle pro libovolnou mnozinu £ C X X Y a posloupnost {E,,}°°, C X x Y plati rovnosti

(B9, — (B a (UE) e,
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a podobné pro y-tfezy (ovéfte). Odtud plyne, ze R je o-algebra. Potom podle Lemma 4.7 je
M@ N C R, coz implikuje tvrzeni.
O

K odvozeni hlavniho vysledku budeme jesté potiebovat jeden pomocny vysledek tykajici
se tzv. monotonnich trid.

Definice 5.62 (Monoténni tiida): Neprazdny systém mnozin C C 2% nazyvame monotonni
trida na X, pravé kdyz plati:

L Jeli{E,}2, CCak) CEy,CE3C...,pakUX E, €C.

2. Je-lli{E,}0, CcCaFy D Ey;,DE;D...,pakN2 E, €C.

Ztejmé kazda o-algebra je monotonni trida. Také se jednoduse ovéri, ze prinik monotoén-
nich tfid je monotoénni tiida, a proto mizeme definovat monoténni tfidu generovanou systé-
mem mnozin jako nejmensi monoténni tfidu, ktera systém obsahuje podobné, jako jsme to
udélali v ptipadé o-algeber.

Definice 5.63 (Monotonni tfida generovana systémem mnozin): Necht ) # & C 2. Mini-
malni monoténni tfidu obsahujici &, tj. systém

C(&):= ﬂ {C| & CC A Cjemonoténni tfida} ,

nazyvame monotonni trida generovana systémem .

Lemma 5.64 (O monotoénnich tfidach): Necht A je algebra. Potom o-algebra generovana A
a monotonni tfida generovana A jsou totozné systémy, tj.

Diikaz. Pro stru¢nost budeme v dukazu psat C := C(A) a M = M(A). Jelikoz je M také
monotoénni tfida, kterd obsahuje A, je C C M. Opacnou inkluzi C O M dokazeme, ukazeme-li,
ze C je o-algebra.

Definujme si pro kazdé E € C pomocny systém

Co={FeC|E\FeCANF\EeCANENF€C(}.

Zieimé ), E € Cpa F € Cp & E € Cr. Déle je jednoduché ovéfit, ze Cx je monotdnni tiida
(provedte).

Je-li E € A, potom A C Cp, protoze je A algebra. Odtud dale plyne, ze C C Cg pro kazdé
E € A, protoze je C nejmensi monoténni tfida obsahujici A. Tedy

(VF € C)(VE € A)(F € Cg),

coz je ekvivalentni tvrzeni

(VF € C)(VE € A)(E € Cp),
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neboli (VF € C)(A C Cr) a odtud dale plyne
(VF € C)(C C Cp), (58)

protoze je C nejmensi monoténni t¥ida obsahujici A.

Z inkluze (58) vyplyva, ze (VE,F € C)(E\ F € C NENF € (). Tedy C je uzavieny na
kone¢né pruniky a polozime-li £ := X € A C C, zjistime, Ze C je uzavieny také na doplnky.
Odtud plyne, Ze C je uzavieny i na konecna sjednoceni, a tedy C je algebra.

Nakonec je-li { £,,}>°, C C, potom

(Vn € N) <Fn ::OEjEC).

Protoze F,, C F,, ;1 prokazdén € N, dostavame Up° | E,, = U2 | F,, € C, nebot C je monoténni
trida. Tim jsme ovéfili, ze C je o-algebra. []

Nyni mame vSe pfipraveno pro to, abychom dokazali vztah pro sou¢inovou miru py ® v
pomoci integrace vzhledem k jednotlivym miram y a v, coz bude hlavni ingredience pro dikaz
Fubiniho-Tonelliho véty.

Véta 5.65: Necht (X, M, ) a (Y, N,v) jsou prostory se o-koneénymi mirami x a v. Potom
prokazdé E C M®MN je funkce x — v(E,) resp. y — p(EY) M-méfitelna resp. N -méfitelna
a plati:

4 ® U(E) = / v(E,)du(z) = / W(EY)dv (y).

Diikaz. 1) Tvrzeninejprve dokazeme pro pripad, Ze miry p a v jsou kone¢né. Oznacme C systém
mnozin F € M ® N, pro které plati tvrzeni véty. V nékolika krocich dok4zeme inkluzi M ®
N C C, ¢imz bude véta dokazana.

a) Nejprve ukazeme, ze M x N’ C C.Bud F = A x B méfitelny obdélnik z M x N. Potom

v(E,) = xalz)v(B) a u(EY)=pu(A)xs(y)

pro viechna z € X ay € Y. Tudiz jsou funkce z — v(E,) ay — pu(EY) méfitelné a také plati
rovnosti
pev(E)=pev(AxB)=pnu(A)v(B),

/ V(E)du(z) = v(B) / va(e)du(z) = p(A)r(B)

/ V(E")dv(y) = p(A) / s ()dv(y) = p(A)(B).

Z toho plyne,ze E = A x B € C.
b) Snadno rozsitime predchozi ¢ast a ukdzeme, ze A C C, kde A je algebra kone¢nych sjed-
noceni po dvou disjunktnich métitelnych obdélnikt z M x N. Skute¢né pokud F = UL Ej,
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kde Ey, ..., B, € M x N jsou po dvou disjunktni, potom E, = UL, (E};), a BY = U}, (E;)Y,
a tudiz s vyuzitim bodu a) zjistime, Ze funkce

v () = Yo 2y (B = S ul(E;)Y)
jsou méritelné,

[ B =3 [ vz me = 4@ v(B)

a podobné pro druhy integral. Tedy £ € C.
c) Dale ukazeme, ze C je monoténni tfida. Potom uz s vyuzitim Lemma 5.64 dostaneme
kyzenou inkluzi, nebot M @ N =C(M x N) C C.
i) Necht {E,};>, C C, B, C E,1; pro vsechnan € Na £ := U2, ;. Potom pro kazdé
xr € X plati:
(En), €N, (E,), C (Ens1), provsechnan € N a E, = U (E;)

J=1

T’

kde jsme pouzili 1. tvrzeni Lemma 5.61. Definujme funkce f,, : X — [0, 00| vztahem

ful@) = v ((En),) - (59)

Jelikoz E,, € C, je f,, M-méfitelna, dale f,, < f,11 pro vSechna n € N a diky spojitosti miry v
zdola, viz Véta 4.24, mame

T fo () = v(E,) = f()

pro kazdé x € X. Nyni podle Véty 5.24 o monoténni konvergenci je f M-méritelna funkce a
plati:

[ o Euta) = [ re)duta) = Jim / @) = im [ v (B).) duto)
=lim pRV(E,) =pv

n—oo

kde posledni rovnost plati diky spojitosti miry ;@ v zdola. Analogicky se ukaze, ze také funkce
y — p(EY) je N-méfitelna a plati rovnost

/Y (BN dv(y) = 4 v(E),

Tudiz C spliuje prvni vlastnost z definice monoténni tfidy.
ii) Podobné ovéfime i druhou vlastnost. Necht { £, }>° , C C, E,, D E,, ;1 provSechnan € N
a B :=NJ2, E;. Potom opét s vyuzitim Lemma 5.61 mame

e}

(En), €N, (E,), D (En+1), provéechnan € N a E, = ﬂ (Ej),

Jj=1
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pro kazdé x € X. Dale pro kazdé n € N jsou funkce f,, definované vztahem (59) M-méfitelné,
fn = foni1 aprokazdé x € X existuje limita

lim f,(z) = v(E;) = f(2),

coz plyne ze spojitosti miry v shora, nebot z predpokladu kone¢nosti miry ¥ mame v(FE,) <

v(Y) < oo.Dale (Vn € N)(|f| = fu < f1) a fi € L(M, ), protoze

/X ful@)du(z) = /X V(E)du(z) < v(Y) /X 1) = (X )(Y) < oo

diky pfedpokladu kone¢nosti mér i a v. MiZzeme tedy na posloupnost { f,, }°° ; aplikovat Lebe-
sgueovu Vétu 5.43, ze které plyne M-méritelnost f (dokonce integrabilita) a také rovnost

/X V(En)du(z) = 1@ v(E).

podobné jako v ¢asti i). Zbytek tvrzeni se odvodi analogicky.

2) Pfedpokladejme nyni, Ze 1 a v jsou o-kone¢né miry. Potom existuji {X,,}>°, C M
a{Yn}ro, C N, takze X = U X, aY = U2V, apu(X,) <ooav(Y,) < oo pro viechna
n € N. Navic mnoziny X,, a Y lze volit tak, ze X C Xp41aY, C Y,y provsechnan € N
(rozmyslete).

Necht £ € M ® N.Pron € N pevné je zuzeni i na X,, kone¢na mira, a proto mizeme
aplikovat zavéry Casti 1), ze kterych plyne, Ze funkce

() = p (B0 Xn X Ya),) = xx, (2)p (Br N Yn)

je M-méfitelna a plati
/ fo(x)dp(z) =pv(ENX, xY,).
b

Jelikoz pro vsechna n € N plati f,, < f,.1, protoze X,, X Y,, C X,,11 X Y, 11, mUzeme jesté
jednou aplikovat Vétu 5.24 o monoténni konvergenci spolu se spojitosti mér zdola, z ¢ehoz
vyvodime, Ze funkce

f(x) = lim f,(z) = p(Es)

n—oo
je M-méfitelna a
/ / f(z)dp(z) = lim / fo()dp(z) = lim p@v(ENX, xY,)
X n—o0 X n—o0
Méfitelnost druhé funkce a také druhou rovnost z tvrzeni ovérime analogicky. O
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Konec¢né se dostavame k véte, ktera je spojenim dvou tvrzeni - Tonelliho a Fubiniho. Tyto
véty fikaji, za jakych predpokladu 1ze integral z funkce f na X X Y vzhledem k sou¢inové mire
1L @ v pocitat tak, ze integrujeme f nejprve v prvni proménné vzhledem k p a poté v druhé pro-
ménné vzhledem k v nebo naopak. Tonelliho pfedpoklad vyzaduje méfitelnost a nezapornost f,
tedy f € £, (X xY, M®N), kdezto Fubiniho pfedpoklad je integrabilita f, tedy f € L(u®v).
Mimo jeji teoreticky vyznam, je Fubiniho-Tonelliho véta prakticky nastroj pro vypocet vice-
rozmérnych integrald. Specialné véta dava postacujici podminky pro zaménu poradi integrace
funkce vice proménnych.

Véta 5.66 (Fubini-Tonelli): Necht (X, M, i) a (Y, N, ) jsou prostory se o-koneénymi mirami
jav.

1. (Tonelli) Je-li f € Z, (X x Y, M ® N), potom

(Vo e X)(f(z,)) € Z, (Y, N)), (VW eY)(f(y) € £ (X, M)),

/ﬂwmwwefw&ML /ﬂ%ﬁM@eiﬂKN>

a plati:

frawon = (| et su~ [ ([ s

2. (Fubini) Je-li f € L( ® v), potom

(w-sv.x € X)(f(z,) € L)), (vsv.y € Y)(f(y) € L(w)),

[ttt e L. [ f)duta) € L0)
a opét plati (60).

Dikaz. 1. Oznaéme f, = f(z,-) a f¥ := f(-,y). Jelikoz pro libovolnou mnozinu B C R,
r € XayeY plati

(f1B), =) (B) a (fH(B) =" (B),
ovéfime s pomoci Lemma 5.61 implikaci:
[ je M @ N-méfitelnad = (Vx € X)(Vy € Y)(f, je N-méfitelnd a f¥ je M-méfitelna).
Tedy predpoklad f € £, (X x Y, M @ N) implikuje, ze f, € Z, (Y, N)a f¥ € £, (X, M)
prokazdé xr € X ay € Y, coz je prvni tvrzeni Tonelliho véty.

Vsimnéte si, Zepro £ C X x Y,z € X ay €Y plati:

(xe), =xe. a (xg)’ =Xz,
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kde jsme opét pouzili znaceni (xg), (v) = xe(z,y) a (xg)’ (z) = xg(z,y). Z tohoto pozoro-
vani ptimo ovéfime, ze je-li specidlné [ = xp, kde £ € M ® N, je zbyvajici ¢ast Tonelliho
véty schodna s tvrzenim Véty 5.65. Diky linearité integralu rozsifime snadno platnost tvrzeni
Tonelliho véty také pro pripad, ze f je méfitelna nezaporna jednoducha funkce.
Predpokladejme nyni obecnou funkei f € Z (X x Y, M @ N). Bud {¢,}>> | neklesajici
posloupnost jednoduchych funkciz .2, (X x Y, MQN'), ¢, — f z Véty 5.15. Prokazdén € N

oznacme
= [ et

Potom g, € Z, (X, M) pro kazdé n € N a z Véty o monotdénni konvergenci aplikované na
posloupnost {¢,(x,-)}>2 | dostaneme, Ze

g(z) ;= lim g,(z) = lim gbnxydu /fIde

n—oo n—oo

prokazdé x € X. Aplikujeme-li nyni Vétu o monoténni konvergenci na neklesajici posloupnost
funkei {g,, }°°; a dale také na {¢,}°2 ;, vyvodime, ze g € £, (X, M) a

[ st@aute) = i [ g.(@ante) = i ( [ suteanty )du(l’)

n—0o0 X n—o0

—lm [ gduer)= [ fdpew).

=0 Jxxy XxY

[ rawen) - /(/fxydv ) (@),

Zcela analogicky, pokud bychom namisto g,, uvazovali funkce

_ /X b, )dpi()

b= Tim h, = /Xf(a:,-)du(a:) € L (Y. N)

n—oo

Xfod(M@ /(/fxydu ) v(y).

2.Necht f € L(p®v) anavic predpokladejme, ze f > 0.Potom je f € L (X XY, MQN)
a [ fd(u ® ) < 0o. Potom z jiz dokézané Tonelliho véty vime, Ze nezaporné méfitelné funkce

g:=[f(, y)ah:= [ f(z,-)du(x) spliuji

neboli

odvodili bychom, ze

a rovnost

/X g(x)du(x) = /Y b)) = [ fd(uer) <oo,
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z ¢ehoz plyne g € L(u) a h € L(v), a proto podle Lemma 5.33 je g < 00 p-s.v.a h < 00 V-s.v.
Odtud a z definice funkci g a h plyne, ze f(z,-) € L(v) pro pu-s.v.x € X a f(-,y) € L(u) pro
v-sv.y €Y.

Nyni pro obecnou funkei f € L( ® v) staéi aplikovat posledni pozorovani a jiz dokaza-
nou Tonelliho vétu jednotlivé na kladné a zaporné ¢asti funkci Re f a Im f a ziskame tvrzeni
Fubiniho véty (rozmyslete). []

Poznamka: Zavorky objevujici se v rovnici (60) ¢asto vynechavame a piseme napf.

/(/f(w,y)dz/ ) //fxydy )dp(z //fdydu

v ey

Poznamka: Predpoklad o-kone¢nosti mér ;o a v v Tonelliho-Fubiniho vété je nezbytny, viz
Cviceni 5.11. Taktéz predpoklad f € Z, (X xY, M®N) je v Tonelliho vété nezbytny a podobné
predpoklad f € L(u®v) pro Fubiniho vétu, jak ilustruje Pfiklad 5.67 nize. Dokonce se da ukazat,
ze oba integraly [ [ fdudv a [ [ fdvdp mohou existovat i pro neméfitelnou funkei f, avsak
v takovém pripadé nemusi mit stejnou hodnotu, viz napft. [10, Sec. 2.5, Exer. 47].

Poznamka: Obé véty, Tonelliho a Fubiniho, se casto pouzivaji spolecné. Obvykla je napf. situ-
ace, ze mame méfitelnou funkci f a chceme zaménit pofadi integrace ve ,dvojném integralu®

[ [ fdudv. Abychom dokézali integrabilitu f, ukazeme koneénost integralu [ |f|d(p ® v),
ktery spo¢itame/odhadneme postupnym integrovanim jako | [ |f|dudv nebo [ [ |f|dvdpu, coz
umoziuje Tonelliho véta. Potom Fubiniho véta uz garantuje zaménu poradi integrace [ [ fdudy =
[ [ fdvdp.

Piiklad 5.67: Uvazujme X =Y =N, M = A = 2% a yy = v poéitaci miry. Definujme funkci

f N x N — R vztahem

1, m=n,
f(man): _17 m:n+1a
0, jinak.
Potom pro n € N mame
/f(m,n)dp,(m) = Z f(m,n) = f(n,n)+ f(n+1,n)=1—-1=0,
N m=1

Prom € N je

/fmnd,u men {f(l,l)—l, J:e-l%mzl,

fm,m—1)+ f(m,m)=-14+1=0, je-lim > 2.

/N / F(m, )du(m)dpu(n) = / 0dp(n) = 0,
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kdezto

/N/Nf (m, n)dya(n)dpu(m) = /N Xqay (m) dp(m) = 1.
t@éﬂmmmmmmmhaééﬂmm@wﬁwm7

Tedy

neboli rovnost z Fubiniho véty neplati.

Neni totiZ splnén pfedpoklad Fubiniho véty, nebot [ ¢

urcime pozitivni a negativni ¢ast f:

L(p® 1), jak ukazeme déle. Snadno

1 m=n 1 m=mn+1
+ _ ’ ) _ ) )
f*(m,n) {o, jinak, 0 (™™ {0, jinak.
Odtud
[Fawen= 3 rHmn) =
(m,n)
aproto f ¢ L(u® ).

I v pfipadé, ze jsou obé miry u a v Gplné, neni soucinova mira p ® v témér nikdy uplna.

Skute¢né pokud existuje ) # A € M, u(A) =

0aN # 2Y (napi jsou-li p =

v =1m

Lebesgueova mira na IR), potom pro libovolnou B € 2¥ \ NV je A x B ¢ M ® N, jinak bychom

dostali spor s Lemma 5.61, nebot pro x € Aje (A x B), =
= u(A)v(Y) =0, a proto 1 ® v neni Gplna.

apu(AxY)

B.Avsak Ax B C AxY

Chceme-li pracovat s uplnou mirou, pfirozené se nabizi miru ¢ ® v zuplnit. Tonelliho-
Fubiniho véta plati i pro pfipad zaplnéné soucinové miry.

Véta 5.68 (Fubini-Tonelli pro tiplné miry): Necht (X, M, 1) a

(Y, N, v) jsou prostory s tpl-

nymi o-koneénymi mirami ;1 a v. Oznaéme (X X Y, R, p) zGplnéni prostoru (X x Y, M ®

N,p@v),tf R=MONap:=uxv.
1. (Tonelli) Je-li f € £, (X x Y, R), potom
(psv.1 € X)(f(z,) € Z, (V. N)),

/ fy)duly) € Z.(X, M),
a plati:

frio- ()

2. (Fubini) Je-li f € L(p), potom
(p-s.v.x € X)(f(z,) € L(v)),

/ f(y)du(y) € L),

a opét plati (61).
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(v-sv.y € Y)(f(-,y

/ f(, )du(z) € Z(Y,N)

/(/fxydu ) vy). (6D

(v-sv.y € Y)(f(-y) € L(w)),

[ @ duta) € L)

) € Z (X, M),



Diikaz. Nejprve si dukaz redukujeme na p-s.v. nulové funkce. Pfedpokladejme, ze f je R-
méfitelna funkce. Podle Véty 5.17 existuje M ® N -méfitelna funkce g takovd, ze g = f p-s.v.
Definujme h := f — g. Potom h je R-méftitelna a h = 0 p-s.v. Protoze (standardni) Fubiniho-
Tonelliho Véta 5.66 je aplikovatelna na g, staci dokazat tvrzeni pro p-s.v. nulovou funkci h
namisto f.

V dalsi casti dikazu pouzijeme nasledujici pozorovani.

Lemma 5.69: Necht £ € M ® N a p® v(E) = 0. Potom
(p-sv.x € X)(v(E,)=0) a (v-sv.yeY)(u(EY) =0).

Diikaz Lemma 5.69. Aplikaci Tonelliho véty na charakteristickou funkci xz dostaneme

/X //YXE (y)du(z) = p@v(E) =0,

=xz(z,y)
a proto je v(E,) = 0 pro u-s.v. x € X, viz Véta 5.28. Podobné dokaZeme i druhé tvrzeni. [
Protoze je h = 0 p-s.v. a p je zuplnéni 1 ® v, existuje F € M N, u@v(E)=0a
{(z,y) e X xY | h(z,y) #0} C E.
Vezmeme-li v posledni inkluzi x-fezy, dostaneme
{y €Y | h(z,y) # 0} C E,.
Podle Lemma 5.69 je v(E,) = 0 pro pu-s.v. z € X, a proto pro tato z je

v({y €Y [ h(z,y) #0}) =0

diky uplnosti v. To znamena, Ze pro pu-s.v. ¢ € X je funkce h(x,-) v-nulova. Analogicky se
ukéze, ze pro v-s.v. y € Y je funkce h(-,y) p-nulova.

Podle Véty 5.16 jsou funkce h(z,-) a h(-,y) méfitelné pro u-sv.z € X av-sv.y € Y
a vzhledem k jejich nulovosti s.v. také integrabilni pro p-s.v. z € X av-s.v. y € Y. Odtud dale
plyne, ze

[ painte) = [ e avis) <o

pro pu-s.v. x € X av-s.v.y € Y, z ¢ehoz jiz plynou vSechna tvrzeni dokazované véty pro
p-nulovou funkci h, nebot [ hdp = 0. O

Pomoci Fubiniho Véty mtzeme spocitat Dirichlettv integral z Ptikladu 5.53 bez pouziti vy-
sledki z komplexni analyzy i teorie Fourierovych rad.

Priklad 5.70: Vyjdeme z rovnosti

" 1 1
/ e Vdy = —— —e ",
0 r
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ktera plati pro kazdé x > 0 an € N. Vynasobime ji sin = a integrujeme od 0 do n. Potom

o " sin x " sin x
/ / e Y sin xdydx = / dr — / e " dx. (62)
o Jo o T 0 Z

Jelikoz je |[e=¥sinz| < 1, Vz,y € (0,n), je integrand vlevo v (62) integrabilni funkce, tj.
v L((0,n)?, m ® m), mizeme podle Fubiniho véty prohodit pofadi integrace. Vnitini integral
spocitame jako Riemanntv napt. dvojnasobnou aplikaci per partes (detaily pfenechany ¢tenari)

a vyjde nam:
e 1 e"™cosn ye ™sinn
e Y sinxdr = 5 — = 5
0 1+y 1+y I+y
pro kazdé y > 0 an € N. Zintegrujeme-li posledni vyraz v proménné y od 0 do n, zjistime, zZe
se levéa strana (62) rovna

ten —costo) [y —sino) [ 5
arc n — COS(n — S1mmin .
o 1+y? Y o 1+y? Y

Aplikaci Lebesguoevy véty ukazeme, ze

n ,—ny 3] e~
li dy = 1i n dy =0
dm f Ty = e Xew W) ady
a podobné
) n —ny o0 —ny
Tim. - +y2dy = lim i Xom (¥)7 =0
nebot z odhadt oy oy
¢ <e? a ye <wye Y,
1+ 2 1+ y?

které plati pro kazdé y > 0 an € N, dostaneme integrabilni majoranty z L((0, 00), m). Vidime
tedy, ze

n n T
lim / / e ¥¥sinxdydr = lim arctgn = —.
n—oo /o Jo n—00 2
Podivejme se na limitu vyrazu na pravé strané (62) pro n — oco. Aplikujeme-li opét Lebes-
gueovu vétu, zjistime, Ze druhy ¢len ma také nulovou limitu, nebot

e SINT

'X(O,n) (x)e -

pro véechna z > 0 an € N a my miZeme zaménit limitu a integral. Odtud celkem po limitnim
prechodu n — oo v rovnosti (62) dostavame, zZe

"sinx T

lim de = —,
n—oo J €T 2

coz jsme chtéli ukazat.
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5.6 Lebesgueova mira na R" a Véta o substituci

Nyni kdyz uz mame zavedenou Lebesgueovu miru m na R a vime, co je soucinova mira, mizeme
definovat Lebesgueovu miru na R". Zavedeme ji pfirozené jako soucin n Lebesguevych mér m
na R, ktery navic zaplnime.

Definice 5.71 (Lebesgueova mira na R"): Miru m" definovanou na o-algebfe £" podmno-
zin R", ktera vznikne zuplnénim miry m ® - -- ® mna L ® - - - ® L, tedy
LT =LR QL a m':=m®- --Qm,

nazyvame Lebesgueovou mirou na R" a mnoziny z L" Lebesgueovsky méritelné podmnoziny R".

Nemuze-li dojit k pochybnostem, budeme vynechavat horni index n a psat jen m misto m”.
Také misto [ fdm budeme ¢asto psat [ f(z)dz (i pron > 1). Integral vzhledem k Lebesgueové
mife se nazyva Lebesgueiiv.

Poznamka: Vsimnéte si, Ze

Brn C L",
dokonce Brrn C L ® -+ ® L, nebot Brn = Br @ - - - ® Bg podle Dusledku 4.14 a Bg C L.

Pfipomenime, Ze mnoziny tvaru £ = x7_, F;, kde E; € L, nazyvame méfitelné obdélniky.
Specialné jsou-li F; intervaly pro vSechna j € 7, nazyvame E n-interval. Tedy n-intervaly
jsou méfitelné obdélniky, ale ne naopak (ackoliv to geometricky docela neodpovida). Nejprve
si ukadzeme, ze vlastnosti, které jsme jiz diive dokazali pro Lebesgueovy-Stieltjesovy miry na
R, plati také pro Lebesgueovu miru na R".

Véta 5.72:
1. Pro kazdé E € L" plati:
m(E) =inf{m(U) | E CU A U oteviena } = sup{m(K) | K C E AN K kompaktni }.

2. Nasledujici tvrzeni jsou ekvivalentni:

a) K el
b) E = HUN,kde H C R" je F,-mnozinaa N € L", m(N) = 0.
c) E=V\N,kde V C R" je Gs-mnozinaa N € L", m(N) = 0.

3. Je-li B € L, m(E) < oo, potom
k
(Ve > 0)(Fk € N)(IRy, ..., Ry, n-intervaly) (m (EA U Rj) < e) :
j=1
Ditkaz. 1. Necht E € L". Dokazeme nejprve vnéjsi regularitu m”. Zvolme € € (0,1). Z defi-
nice sou¢inové miry jako zuZzeni pfislusné vnéjsi miry, viz (37), plyne, Ze existuje posloupnost
méfitelnych obdélnika Ty = 1) x --- x T, j € N, takova, ze E C U2, Tja
> m"(T) <m™M(E) + .
j=1
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Bez Gjmy na obecnosti miizeme piedpokladat, ze m"(7};) < oo pro kazdé j € N, jinak bychom
misto {7};}32, vzali napt. spocetny systém {7; N (—I,1)" | j, I € N}.

)

Pro kazdé j € N muzeme aplikovat Vétu 4.47 na mnoziny Tl(j e ,quj ) € L, zniz plyne

existence otevienych mnozin Ul(j ), cee Uéj JcR tak, ze
(Vi € 7) (m(U}”) < m(T}”) + 62*1'@-) ,

kde 4; > 0 volime dostate¢né malé tak, aby

d; (1 —|—mag<m(Ti(j)>) <1
€N

Duvod pro tuto specialni volbu se vyjasni dale. Podstatné je jen to, ze vyraz, kterym nasobime ¢,
je néjaké konecné ¢islo, coz je zde zaruceno, protoze m" (1)) = m(Tl(])) . m(TT(LJ)) < 0.

Pro kazdé j € N polozme U; := U x -+ x UY). Potom U; C R™ je oteviena, U; > T;
a plati:

m"(U;) = ﬁm(Ui(j)> < H [m(Ti(j)> + 62_j(5j}

i=1 i=1

n n—1
- Hm(Ti(j)> +€2774; Z (62_]'(5]')”7171 Z m(?}(lj)> . .m(Tilj)> :
i=1 1=0 Tigilg---gilgn .

Tedy

1EN

m™(U;) < m"™(Tj) + €2776; (1 + maxm(Ti(j)>) <m"(T;) + €277

pro kazdé j € N. Nyni staci polozit U := U2, U;. Potom je U oteviena, U D F a plati:
m"(U) <> m"(U;) <> m™(Ty) + e < m"(E) + 2,
j=1 j=1

z ¢ehoz uz vyplyva jedna nerovnost pro vnéjsi regularitu miry m”. Druha nerovnost je zfejma.

Pro dikaz vnitini regularity m"™ jiz staci jen mirné modifikovat postup v dikazu Véty 4.47,
nebot ten stavi na jiz dokazané vnéjsi regularité a obecnych vlastnostech miry (Cviceni 5.12).

2. S jiz dokazanou regularitou m” sta¢i jen mirné modifikovat postup dukazu Véty 4.48.
Modifikace spociva v tom, ze polouzaviené intervaly (j,j + 1], 7 € N, nahradime n-intervaly
x™ 1 (ji, Ji + 1], j1, - - - 7n € N. Detaily jsou pfenechany ¢tenafi jako Cviceni 5.12.

3. Podobné jako v predchozim pfipadé stac¢i mirné modifikovat postup z dikazu Véty 4.49.
Uvédomte si, ze pro z € R" je systém otevienych n-intervalt { X, (z;—r;, x;471;) | 11, .. 70 >
0} lokalni bazi v x obvyklé topologie R™, a proto kazdou otevienou mnozinu lze napsat jako
sjednoceni mnozin tohoto systému. Zbytek duikazu je analogie a je pfenechan ¢tenéafi jako Cvi-
¢eni 5.12. []

284



Tvrzeni 2. Véty 5.72, které vyjadrfuje, Ze lebesgueovsky méritelné mnoziny lze aproximovat
Lpeknymi“ mnozinami, ma nasledujici okamzity dusledek.

Dusledek 5.73: Mnozina F € L", pravé kdyz
(3H,V C R")(H je F,-mnozina, V je Gs-mnozina)(H C ECV AN m(V \ H) =0).

Diikaz. Implikace (=): Necht F € L". Potom mnoziny H a V' z 2. tvrzeni Véty 5.72 jsou
mnozinami z dokazovaného vyroku, nebot V' \ H = N U N, a tudiz m(V \H)=0.

Implikace (<=): Pfedpoklidejme, ze plati vyrok z tvrzeni a polozme N := V' \ E. Potom
E =V \N.Jelikoz N € V\ Ham(V\ H) = 0 plyne z tplnosti Lebesgueovy miry, ze N € L£"
am(N) = 0. Podle Véty 5.72 je E € L™ O

Véta 5.74: Necht f € L(m). Potom ke kazdému € > 0 existuje jednoducha funkce ¢ =
Z;n:l a;jXr;, kde mnoziny Ry, ..., R,, jsou n-intervaly, tak, ze f |f — o|ldm < e.

Diikaz. Postup je zcela analogicky dikazu Véty 5.46. Funkci f nejprve aproximujeme jedno-
duchou funkci podle Véty 5.15 a tu poté dale aproximujeme jednoduchou funkei kyzeného
tvaru ¢ = Z;”:l ajXr;, kde mnoziny Ry, ..., R, jsou n-intervaly, coz umoznuje 3. tvrzeni
Véty 5.72. O

Lebesgueova mirana R" je hledany ,zobecnény objem®, jehoZ nalezeni byla motivace v uvo-
du kapitoly o teorii miry (i kdyz samoziejmé neméfi objem vsech podmnozin R"). Zfejmé m”
prifazuje n-intervaltim jejich objem v ptivodnim smyslu, nebot z definice souc¢inové miry mame
napf.

m” ([a1,b1] X -+ X [an, by] Hm a;, bi —H(bi_ai)~
Dale jsme pozadovali, aby hledany objem byl translacne invariantni a také invariantni vaci

rotaci a zrcadleni mnoziny (vzhledem k néjaké nadroviné). V dalsi ¢asti si ukazeme, Ze Lebes-
gueova mira na R" ma i tyto vlastnosti.

Véta 5.75: Lebesgueova mira je translacné invariantni. Pfesnéji je-lia € R" a7, : R® — R”
posunuti definované vztahem 7,(z) = = + a, potom plati:

1. Pokud E € L", pak 7,(E) € L" am(1,(F)) = m(E).

2. Pokud je f : R" — C lebesgueovsky méfitelna, je také f o 7, lebesgueovsky méritelna
a je-li navic bud f > 0, nebo f € L(m), potom

[ omam = [ sam

1

Diikaz. 1. Protoze je 7, spojité zobrazenia 7, = 7_,, vyplyva z Disledku 5.3, Ze

E € Bgn <~ Ta(E) € Bgn.
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Oznaéme m, := m(7,(-)). Jednoduse ovéiime, Ze m, je o-koneéna mira na Bg.. Z transla¢ni
invariance Lebesgueovy miry na R, viz Véta 4.50, plyne, ze m,(E) = m(FE) pro kazdy obdélnik
E € Bg x --- x Bg. Protoze m, jakozto mira na Bgn, je ur¢ena jednozna¢né svym pusobenim
na obdélniky z By X - -+ X Bg, cozZ plyne z 3. tvrzeni Véty 4.38, rozsifime rovnost

mq(E) = m(E) (63)

na véechny mnoziny z £ € Bgn.

rNe

Abychom rozsifili 1. tvrzeni na lebesgueovsky méfitelné mnoziny, staci ovérit implikaci
Nel', m(N)=0 = 7,(N)eLl" m(r,(N))=0. (64)

Skute¢né je-li £ € L™, existuji podle Véty 5.72 F,,-mnozina H a N € L", m(N) = 0, tak, ze
E = HUN.Potom 7,(H) je F,-mnoZina a plati-li implikace (64), také 7,(N) € L™, m(7,(N))
0. A protoze 7,(E) = 7,(H) UT,(N), je 7.(E) € L™ opét podle Véty 5.72. Navic

m(7a(E)) = m(1a(H)) = ma(H) = m(H) = m(E),

kde jsme pouzili (63).

Zbyva tedy dokazat implikaci (64). Viimnéte si, ze je-li N € L™ am(N) = 0, potom vnéjsi
regularita m zarucuje existenci mnoziny F' € Bgn (dokonce Gy) takové, ze FF O N am(F) = 0.
Skutecné podle 1. tvrzeni Véty 5.72 existuje pro kazdé n € N oteviena mnozina U,, D N takova,
ze m(U,) < 1/n.Nyni sta¢ipolozit F' := N2>, U,,. Tedy 7,(N) C 7,(F) am(7.(F)) = m(F) =
0 podle (63). Z dplnosti m plyne, ze 7,(N) € L™ a také m(7,(N)) = 0, coZ jsme chtéli dokazat.

2. Je-li f lebesgueovsky méfitelna a B € B, potom f~!(B) € L", a proto podle Véty 5.72
je f/4(B) = HUN,kde H € Bgn a N € L", m(N) = 0. Potom podle 1. tvrzeni mame
7Y H) e LraT(N) € L™, aproto

a

(for) (B) =7, (f7/(B)) =7, (H)UT, '(N) € L.

a a

Tedy f o 7, je lebesgueovsky méfitelna.

Je-li f = xg pro E € L", plati rovnost [(f o 7,)dm = [ fdm, pravé kdyz m(7_,(E)) =
m(E), coz plati podle 1. tvrzeni. Potom rovnost [(f o 7,)dm = [ fdm plati také pro kazdou
jednoduchou méfitelnou funkci f z linearity integralu. Rovnost dale rozsifime na funkce f €
Z, aplikaci Vét 5.15 a 5.24. Nakonec pro funkce f € L(m) sta¢i pouzit pfedchozi vysledek na
kladnou a zapornou cast funkci Re f a Im f. O]

Poznamka: Da se dokonce ukazat, ze transla¢né invariantni mira ; definovana na Bg» uz musi
byt Lebesgueova az na multiplikativni konstantu. Pfesnéji je-li pu : Bgn — [0, 00| translaéné
invariantni mira takova, ze u(K) < oo pro kazdou K C R"™ kompaktni, potom existuje ¢ >
0 takova, ze u(E) = cm(E) pro vsechna £ € Bgn. Pokud bychom navic pozadovali, aby
1([0,1]™) = 1, potom uz p = m na Bgn. Dikaz tohoto tvrzeni najde ¢tenaf v [22, Véta 2.20].

Abychom dokazali, Ze je Lebesgueova mira také invariantni vii¢i rotaci a zrcadleni, podi-
vame se obecnéji na chovani Lebesgueova integralu, je-li argument funkce ztransformovan li-
nearnim regularnim zobrazenim 7' € L(R™). Jako obvykle ztotoznime zobrazeni 7' € L(R")

286



s jeho matici ¢T" vzhledem ke standardni bazi £ prostoru R" a ve znaceni nebudeme rozlisovat
T =°T.

Pripomenme si néktera fakta z linearni algebry. Elementarni kroky Gaussovy eliminacni
metody jsou nasledujici tfi:

1. Prohozeni ¢-tého a j-tého fadku matice.
2. Vynasobeni i-tého fadku matice konstantou ¢ # 0.
3. Pricteni j-tého fadku matice k i-tému.

Tyto 3 Upravy lze realizovat vynasobenim zleva regularnimi maticemi 73, 75, T5 € R™", které
odpovidaji zobrazenim:

L Ti(z,e iy Ty oy @) = (T4, e Ty ooy Ty ooy Ty)y (87 7).
2. To(wr, .oy @iy ooy @) = (T4, 000y €Ty oy ), (€ #£0),
3. T3<$1,...7$i,...,xn) = (.%1,...,3’,'@'4-37]',...,1'”), ('Z#])

Ziejmé det Ty} = —1,detT; = cadetT; = 1. Jelikoz kazdou regularni matici 1ze prevést
kone¢né mnoha kroky Gaussovy elimina¢ni metody na jednotkovou matici, je kazda regularni
matice produkt kone¢né mnoha matic typu 1, 2 a 3.

Véta 5.76: Necht 7" € L(R") je regularni.

1. Je-li f : R™ — C lebesgueovsky méfitelna, potom f o T je také lebesgueovsky méritelna
a je-li navic bud f > 0, nebo f € L(m), potom plati:

/f(x)dx = |detT| /f o T(z)dz. (65)

2. Je-li B € L pak T(E) € L"am(T(E)) = | det T|m(E).

Diikaz. Dukaz provedeme ve dvou krocich. Nejprve dokazeme 1. tvrzeni pro borelovsky méri-
telné funkce. Poté provedeme rozsireni ziskaného vysledku i na lebesgueovsky méritelné funkce
a v ramci této technické pasaze dokazeme také 2. tvrzeni.

1) Tvrzeni 1. pro borelovsky méritelnou funkeci f: Necht f : R® — C je borelovsky
meéfitelna. Potom je také f o T" borelovsky méfitelna, protoze je 1" spojité zobrazeni.

1a) Ovéreni rovnosti (65) pro n = 1: Je-li speciadlné n = 1, potom 7 je operator nasobeni
konstantou ¢ # 0 a rovnost (65) ma tvar

/f(x)dx = |c| /f(ca:)dx. (66)
Pro £ € L a f = xp identita (66) vyplyva z Véty 4.50. Z linearity integralu dostaneme rov-

nost (66) také pro libovolnou méftitelnou jednoduchou funkci. Poté rozsitime (66) na lib. bo-
relovsky méfitelné f > 0 aplikaci Vét 5.15 a 5.24. Nakonec pro funkce f € L(m) staci pouzit
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piedchozi vysledek na (Re f)* a (Im f)* a vyuzit identity f = (Re f)™ —(Re f) ™ +i(Im f)* —
i(Im f)~. Rovnost (66) tedy specialné plati pro lib. borelovsky méfitelnou funkci f : R — C,
ktera je bud nezaporna, nebo integrabilni.

1b) Ovéreni rovnosti (65) pro obecné n € N: Nejprve si vsimnéte, ze plati-li vzorec pro dvé
regularni zobrazeni 7" a S, plati i pro slozeni 7" o S, nebot v takovém pripadé mame

/f(x)dx: |detT\/foT(a:)dx: |detT||detS|/(foT)oS(x)dx
= |det(ToS)|/fo(ToS)(x)d$.

Proto staci ovérit rovnost (65) pro specialni zobrazeni 77, 75 a 75 realizujici elementarni kroky
Gaussovy elimina¢ni metody (viz definice pred vétou), nebot kazdé regularni zobrazeni je slo-
zenim kone¢né mnoha téchto elementarnich zobrazeni.

Predpokladejme, ze f je borelovsky méfitelna funkce spliwujici bud f > 0, nebo f € L(m).
Je-li T" = T}, mizeme aplikovat Toneliho—Fubiniho Vétu 5.66 a v i-tém a j-tém dil¢im (jed-
norozmeérném) integralu prejmenovat proménnou z; na x; a naopak. Tak dokazeme (65) pro
T="T.

Je-li T' = Ty, potom opét s vyuitim Toneliho—Fubiniho véty a aplikaci rovnosti (66) v i-tém
dil¢im integralu dostaneme

/f(a:)d:)s:/---/---/f(m,...,xi,...,xn)dml...dxi...dxn
:]c]/~-/~--/f(:vl,...,cxi,...,xn)d:cl...d:ci...d:cn

— |detT2|/foT2(x)dx.

V pripadé T' = T3 se postupuje analogicky jen misto (66) aplikujeme v i-tém dil¢im integralu
jiz znamy (jednorozmérny) vztah

/f(x+a)da::/f(x)dx.

Tim je vzorec (65) dokazan pro pripad borelovsky méfitelné funkce f.

2) Rozsireni 1. tvrzeni na lebesgueovsky méritelné funkce a 2. tvrzeni: Nejprve do-
kazeme 2. tvrzeni. ProtoZe jsou T i 7! spojita zobrazeni zachovava T borelovské mnoziny,
tj.

E € Bgn ~ T(E) € Bgn.
Proto mizeme definovat miru my : Bgn — [0, 00] vztahem my(E) = m(T(E)) pro E € Bgn.
Polozime-li v ji# dokazané rovnosti (65) f = xg pro E € Bgn (a vezmeme-li T~ misto T),
dostaneme
mp(E) = |det T|m(E)
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pro vSechna E € Bgn. Nyni sta¢i analogicky jako v dikazu Véty 5.75 ovéfit implikaci
Nel” m(N)=0 = T(N)ecl", m(T(N)) =0,

(provedte), ¢imz dokon¢ime dikaz 2. tvrzeni.
Dale mizeme ovérit implikaci:

f lebesgueovsky méfitelna = f o T lebesgueovsky méfitelna

analogicky jako v diikazu 2. tvrzeni Véty 5.75 (provedte). Tim je dokazana implikace z 1. tvrzeni.

Zbyva rozsitit vzorec (65) na lebesgueovsky méritelné funkce. K tomu stac¢i postupovat opét
analogicky jako v dikazu 2. tvrzeni Véty 5.75, nebot pro f = xp,kde E € L", plyne rovnost (65)
z jiz dokazaného 2. tvrzeni. Dale z linearity rozsifime (65) na méfitelné jednoduché funkce
a pomoci Vét 5.15 a 5.24 na nezdporné méfitelné funkce . Nakonec pro f € L(m) stali aplikovat
dokazany vysledek na kladnou a zapornou ¢ast funkci Re f a Im f. []

Ptipomenime, Ze jak rotace, tak zrcadleni jsou realizovany ortogonalni matici R, tj. R R =
I, nebot obé transformace jsou linearni zobrazeni, ktera zachovavaji délky vektora z R", viz
Cviceni 5.13.

Dusledek 5.77: Lebesgueova mira je invariantni vii¢i ortogonalni transformaci. Specialné Le-
besgueova mira je invariantni vii¢i rotaci a zrcadleni.

Diikaz. Staéi si uvédomit, Ze z rovnosti RT R = I plyne | det R| = 1 a aplikovat Vétu 5.76. [J

Tuto ¢ast zakonc¢ime vétou o substituci v Lebesgueové integralu. Pro jeji ditkaz budeme
potfebovat jedno pomocné tvrzeni. K tomuto ucelu si 0zna¢me mnozinu specialnich n-intervala

_ ap a1 a, a, 1
Q’“':H@’ﬁJr?] X {??“Lﬁ]

kde k € Nj. Viimnéte si, ze n-intervaly z Q}, jsou n-krychle se stranou délky 2% a vrcholy
v bodech miizky (27*Z)". Libovolné dvé raizné krychle z Q, maji disjunktni vnittky. Krychle
systému Qj.; vzniknou z krychli systému Q. ,ptlenim stran®. Oznaéme jesté

al,...,anEZ},

A(E) = J{Qee | QcE}

sjednoceni krychli z Qy, které jsou obsazeny v ' C R", viz Obrazek 15.

Lemma 5.78: Je-li U C R" oteviena, potom

Navic kazda oteviend mnozina v R" je sjednocenim spocetné mnoha uzavienych n-intervalt
s disjunktnimi vnitrky.
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Obrézek 15: [lustrace mnozin Ay(FE), A3(E) a A4(E) (Cervené) pro mnozinu E (modfe).

Diikaz. Ztejmé stac¢i dokazat jen inkluzi U C U2 Ay (U) proU # 0. Budz € U.Prolib. k € N
existuje () € Qj obsahujici x, protoze krychle z Qj pokryvaji R”. Vsimnéte si, Ze je-li také
y € Q, potom |z; — ;| < 27% pro kazdé i € 7, a proto

[ =yl =

Z otevienosti U plyne, Ze existuje § > 0 tak, ze B,(J) C U. Vezmeme-li nyni £ € N dost velké
tak, aby

najdeme krychli () € 9y, takovou, ze z € ) C B,(d) C U. Tudiz x € A,(U).
Pro dukaz druhého tvrzeni si sta¢i uvédomit, Ze

U =J 4k (U) = 40) U | 4k (0) \ A (U).

Mnozina Ay(U) je nejvyse spocetné sjednoceni krychli z Qg a pro k € N je uzavér mnoziny
Ap(U)\ Ag_1(U) také nejvyse spocetné sjednoceni krychli z Qy, které jsou stale obsazeny v U.
Vsechny tyto krychle maji disjunktni vnitiky a jejich sjednocenti je rovno U. O

Nyni mtzeme dokazat Vétu o substituci v Lebesgueové integralu, ktera ma zasadni vyznam
pro aplikace. Pfipomenme, Ze zobrazeni ¢ : {2 — R", kde (2 C R" je oteviena, nazyvame
difeomorfismus, je-li ¢ : Q — ¢(N2) bijekce, ¢ € CH(Q) a ¢! € C'(p(Q)). Pfipomenme
také, Ze je-li ¢ : 2 — R" prosté zobrazeni ttidy C' na (2 takové, ze Jacobiho matice D¢(x) je
regularni pro kazdé x € €, potom je ¢ difeomorfismus, jak plyne z Véty 3.54 o inverzni funkci.
Navic plati D¢~ (y) = (Dé(¢~*(y))) ! pro vSechna y € ¢().

Véta 5.79 (O substituci): Bud €2 C R” oteviena a ¢ : {2 — R" difeomorfismus.
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1. Je-li f lebesgueovsky méfitelnd na ¢({2), potom je f o ¢ lebesgueovsky méfitelna na €2
a pokud navic f > 0 nebo f € L(¢(2), m), potom plati:

/ f(x)dze = / fod(x)|det Dp(x)|dx.
#(Q2) Q

2. Je-liEC QakFE e L' potom ¢(E) € L am(p(E)) = [, |det Dp(z)|dz.

Ditkaz. Dokazeme pouze 1. tvrzeni pro borelovské méfitelnou funkci f a Q # (). Rozsifeni
tvrzeni na lebesgueovsky méfitelné funkce i diikaz 2. tvrzeni se provede standardni procedurou
jako v diikazech Vét 5.75 a 5.76. Detaily jsou pfenechany ctenari.

Dukaz provedeme v nékolika krocich. V dikazu budeme na R" uvazovat maximovou normu
|z]|cc = max,en ||, protoze potom uzaviena n-krychle ) splyva s uzavienou r-kouli {z €
R” | ||z — al|oc < 7} pro néjakd r > 0 aa € R™ (stfed krychle). Vsimnéte si, ze m(Q)) = (2r)".

a) Uvazujme () = {z € R" | ||z — a|| < 7} uzavienou n-krychli obsazenou v ). Véta 3.26
o ptirtstku plati ve stejném znéni, nahradime-li euklidovskou normu normou || - || K tomu
si sta¢i uvédomit, ze Lemma 3.27 plati i pro maximovou normu. Aplikujeme-li tuto Vétu o pfi-
rustku na ¢ a konvexni mnozinu (), dostaneme

16(2) — 6(a) o < (225 ||D¢<y>||) o — afl < (335 ||D¢<y>||) ,

pro vSechna z € (). Jinymi slovy je mnozina ¢(Q)) obsazena v n-krychli, ktera je produktem
intervall délky 2r (sup,cq [ Dé(y)]|), a proto

m0(@) < |2 (swp 1ol | = (sup Do) me@)

yeR

Aplikujeme-li tuto nerovnost se zobrazenim ¢ nahrazenym 7 ~'o¢,kde T' € L(R") je regularni,
ziskame s vyuzitim Véty 5.76 nerovnost

m(0(Q) = |4t Tl (T 06(@)) < [ det 7] (sup [T Do) m(@), (@0

ktera plati pro kazdou uzavienou n-krychli Q) C €2 a regularni 7' € L(R").
b) Jelikoz ¢ € C*(R), je D¢ spojité na €, a proto také na kompaktni mnoziné Q. Podle
Cantorovy Véty 2.96 je D¢ spojité na () stejnomérné, a proto

(e > 0)(38 > 0)(v. € Quly = 21 < 0) (I1D000) = Dola)] < - » )

Odtud dale vyvodime, Ze

|(Dé(2)) ™ Do(y)|| < ||[(Dd(2)) ™" (Dé(y) — De(2))|| + 1]
< sup 1(D(2)) |1 Dd(y) — Do(2)|| +1 < e+ 1
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pro véechna y, z € @ takova, ze ||y — 2| < 9.
Rozdélme n-krychli ) na podkrychle @)y, ..., Qy s disjunktnimi vnitfky a stranou mensi
nez 9. Oznalme si 1y, ..., xy stiedy krychli @)y, ..., Qx. Potom aplikujeme-li nerovnost (67),

kde () nahradime (); a T' = D¢(z;), dostaneme

Q)) < Zm(qb Z | det Do (z;) (sup H D¢(z;)) H)

<(l+e) Z | det Dg(;)|m(Q;) (68)

Posledni vyraz lze interpretovat jako integral

D Idet Do) m(@) = | 3 det Dofelxe, (s

Protoze je funkce det D¢ spojita na @, plati
N
Jim 2 det Dol (x) = | det Do)
J:

pro kazdé xz € () (rozmyslete). Ze spojitosti det D¢ na kompaktu () také plyne, ze det D¢ je
integrabilni na (), a proto podle Lebesgueovy véty je

N
Jim ; | det Do () |m(Q;) = /Q | det Do(x)|dz.

Tudiz posleme-li v (68) € — 0+ a § — 0+, ziskdme nerovnost

m($(Q)) < /Q | det Do () dz. (69)

c¢) V dalsim kroku ukazeme, Ze nerovnost (69) plati, i kdyZz () nahradime libovolnou bore-
lovskou podmnozinou 2. Uvazujme nejprve neprazdnou otevienou mnozinu U C (2. Podle
Lemma 5.78 je U = U2, @), kde {Q;}32, jsou uzaviené n-krychle s disjunktnimi vnitfky. Spo-
le¢né hranice téchto krychh jsou kartézskym soucinem uzavienych intervald, z nichz jeden je
jednobodova mnozZina, a proto maji tyto hranice nulovou (n-dimenzionalni) Lebesgueovu miru.
Proto mame

[e.e]

)£ 3 mo@) <Y /Q |det Dofa)lde = | |det Do)

kde jsme vyuzili nerovnost (69).
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Oznaéme Wi == {z € Q| |z]| < K A |det D¢(z)| < K}, kde K > 0. Zvolme pevné
K > 0 a predpokladejme, ze E je borelovska podmnozina Wy. Z vnéjsi regularity m, viz
Véta 5.72, plyne existence otevienych mnozin U; C Wi, takovych, ze U;;1 C U; pro kazdé
Jj € Nam(E) = m(N32,U;) (rozmyslete). Potom vyuzijeme-li spojitosti miry m zespodu
a Lebesgueovy Véty 5.43 (existenci integrabilni majoranty zajistuje omezeni na podmnoziny
Wi 1), dostaneme

m<¢<E>>3m(¢ <DU]-)>—}1330 m((U) = lim, / |det Do(a)|dz

= / | det Dg(x)|dx = / | det Do (x)|dex.
N52.1Uj E

Posledni rovnost plati, protoze m (ﬂ;‘;lU i\ E) = 0.

Nakonec je-li £ € Bg» libovolna, aplikujeme pfedchozi argument na mnozinu £ N Wy
a posleme K — oo. Potom ze spojitosti miry m zdola a Véty 5.24 o monotdnni konvergenci
odvodime, Ze nerovnost

m((E)) < / |det Do (z)|dz (70)

plati pro kazdé £ € Bgn.
d) Necht f = 377" | a,Xa, je nezaporna borelovsky méfitelna jednoducha funkee na ¢(12).
Potom s vyuzitim (70) mame

L(Q)f(x)dmzéaj <Zaj/ ydetD¢ \dx_/f )| det Do (x)|d.

Dale aplikaci Vét 5.15 a 5.24 dokazZeme nerovnost

fa)dz < / £ o é(x)| det Do(x)|dz
»(Q) Q

pro kazdou nezapornou borelovsky méfitelnou funkei f na ¢(£2). Vezmeme-li v posledni ne-
rovnosti funkci | det D (+)|f o ¢ : Q@ — R™ misto f a zobrazeni ¢! misto ¢, dostaneme

/f ¢(x)| det Do(x )\dx</ (f o ¢)(¢~ ()| det (Dg) (¢~ (x))|| det Do~ (z)|dx

/ fla

kde jsme pouzili identitu Do~ (z) = ((D¢)(¢~'(x))) ", viz Véta 3.54. Celkem jsme tedy do-
kazali rovnost

| swie = [ foo(@)det Dota)jas

#(©) Q

pro kazdou nezapornou borelovsky méfitelnou funkci f na ¢(€2). Je-li borelovsky méfitelna f €
L(#(92),m), staéi aplikovat ziskany vysledek na jednotlivé funkce (Re f)*, (Im f)* a vyuzit
rozklad f = (Re f)* — (Re f)~ +i(Im f)* —i(Im f) . O
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Poznamka: Vétu o substituci 1ze dokazat i za mirné slabsich predpokladu, viz [22, Véta 7.26].

Priklad 5.80: Péknou aplikaci Véty o substituci a Toneliho—Fubiniho véty je vypocet integralu

I:—/e_‘””gdx,
R

kde a > 0, ktery neni jednoduché spocitat metodami integrace funkci jedné proménné.
Kvadrat [ mazeme podle Tonelliho-Fubiniho véty vyjadrit ve tvaru

[2 — / e—ax2dx . / 6—ay2dy _ / / e—a(xQ—i-y?)dxdy _ / e—a(x2+y2)dm(x7y).
R R R JR R2

V poslednim integralu provedeme substituci pomoci transformace do polarnich souradnic:
o(r, ) = (rcosp,rsinp).

Zobrazeni ¢ : (0,00) X (—m,7) — R?\ (—o0, 0] x {0} je hladké bijekce. Navic

det Do(r, p) = det (COSQO —reim S0) =r>0,

siny rcosy
a tudiz je ¢ (hladky) difeomorfismus podle Véty o inverznim zobrazeni. Predpoklady Véty 5.79

o substituci jsou tedy splnény. Uvazime-li jesté, Ze zaporna polopfimka, kterou v oboru hodnot
¢ vyjimame z roviny R?, je mnozina nulové (dvourozmérné) Lebesgueovy miry, dostaneme

I? :/ e*a(‘”2+y2)dm(x,y) :/ e*“TQTdm(r, ©).
R2\ (—00,0]x {0} (0,00) X (—m,m)

Dale opét podle Tonelliho—Fubiniho véty mame

T o0 o0 1 o
I? = / / re“"erdgo = 27r/ re " dr = 2r [——6_”2} = E,
—m JO 0 2a 0 a
1 :/e_“xde = \/E
R a

5.7 Lebesgueovy prostory L”

a proto

V celé této ¢asti budeme opét predpokladat, ze je pevné dan obecny prostor s mirou (X, M, p).
Na linearnim prostoru integrabilnich funkci bychom radi zavedli normu. Pfirozenym kandida-

tem by byla volba
A

ov$em toto zobrazeni je pouze seminorma, nebot z rovnosti || f|| = 0 obecné neplyne f = 0 na
X, ale pouze f = 0 p-s.v. na X, viz Véta 5.39.
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S timto drobnym nedostatkem se vyporadame tak, Ze ztotoznime méfitelné funkce f a g,
které se rovnaji p-s.v. Technicky se to provede tak, Ze linearni prostor méfitelnych funkeci,
ozna¢me ho na chvili .Z (¢i néjaky jeho podprostor, viz niz) faktorizujeme podle relace ,rovnost
p-s.v*. Tim se ndm .# rozpadne na mnozinu M := {[f] | f € .4} ttid ekvivalence [f] := {g |
g = [ p-s.v}. Na M zavedeme linearni strukturu pfirozenym zpusobem: [f] + [g] := [f + ¢]
a a[f] := [af]. Zobrazeni || - || zavedené na M vztahem ||[f]|| := ||f]| je dobfe definované,
nebot hodnota integralu nezavisi na volbé funkce (reprezentanta) z t¥idy [f]. Podstatné je, ze
nyni plati implikace: ||[f]|| = 0 = [f] = [0] a tfida [0] je nulovym prvkem prostoru M.

Konstrukei klasickych Lebesgueovych prostort LP = LP(X, M, 1), které zavisi jesté na
jednom indexu p € [1, 00|, provedeme v nasledujicich péti krocich:

I) Pro méfitelnou funkei f : X — Cap € [1, o0] definujeme
1/p
U= ([1an) . getipe o)

| flloo :=1inf{c > 0| |f(z)] < cpro p-sv.xz € X}

je tzv. esencialni supremum funkce | f|.
II) Definujeme linearni prostor

L7 = LP( X, M) ={f: X — C| f méfitelnd a || ||, < oo} .
IIl) Faktorizujeme .Z? podle relace ,rovnost j-s.v.“ a definujeme tak mnozinu
LV = IP(X, M, p) = A{[f] | fe 27
IV) Na L? zavedeme operace s¢itani a nasobeni ¢islem a € C vztahy:

Sl+gl:=1f+g] a off]:=laf].

Dale definujeme zobrazeni || - ||, : LP — [0, 00) vztahem ||[f]||, := || f||,- Tato definice je
korektni, tj. nezavisi na volbé reprezentanta tfidy [f], protoze (Vg € [f])(lgll, = || fIl»)-

V) Konvence: Pokud neni rozliSovani mezi prvkem [f] mnoziny L” a reprezentantem f
v principu véci, tak jej neprovadime. Piseme napt. funkce f nalezi LP“ tj. ,f € LP©
a myslime tim [f] € L”.

Poznamka: Ptipad p = oo je trochu speciélni. VSimnéte si, Ze pro g : X — [0, co) méfitelnou
plati:
(n-s.v.z € X)(g(x) < |[gllo)-

Skute¢né je-li mnozina {¢ > 0 | (u-s.v.z € X)(g(z) < ¢)} = 0, pak klademe ||g|lc = ©
(z konvence pro infimum). Jinak

1
(€ NIBF, € M, u(Fy) =)o € X\ F) (o(0) < gl + 3 )
Potom mnozina F' := US° | F), je p-nulova a pro vSechna x € X \ F plati g(x) < ||¢g||oo-
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Meéfitelnd funkce f : X — C takova, Ze ||f|loc < 00, se nazyva esencidlné omezena.
Esencialné omezena funkce nemusi byt omezena. K dobrému pochopeni definice esencialniho
suprema si rozmyslete nasledujici priklad.

Priklad 5.81: Uvazujme X = R, Lebesgueovu miru ;» = m a funkce

-3, x <0, 5 cQ 1/ -0
x x r, T
x) =4 5, re{l1,2,4}, x) = ’ " h(z) = ’ ’
(@) re {124}, o {amtg% g M) {0’ Ly
1, jinak,
Potom || flloe = 3, [|gllec = /2 a|[A][oc = o0.
Nejprve ukdzeme, Ze zkonstruované prostory LP jsou linearni prostory s normou || - ||,
pro kazdé p € [1,00]. Netrivialni je ovéfit, ze || - ||, spliiuje trojihelnikovou nerovnost pro

p € (1,00). Trojuhelnikovou nerovnost dokazeme pomoci tzv. Holderovy nerovnosti, ktera je
dalezita sama o sobé. Pro jeji dukaz budeme potfebovat nasledujici pomocnou nerovnost.

Lemma 5.82 (Youngova nerovnost): Necht a,b > 0ap,q > 1 spliuji % + % = 1. Potom plati:

ab? b
ab < — + —.
b q

Diikaz. Dukaz staci provést za predpokladu ab > 0, tj. a > 0 a b > 0, protoze pro ab = 0
tvrzeni zfejmé plati. Vyjdeme z toho, Ze funkce f(x) = Inz je konkavni funkce na (0, 00),
nebot f”(z) = —1/2% < 0. Tudiz pro kazdé =,y € (0,00) a X € (0, 1) plati nerovnost

fz+ (1 =Ny) =2 Af(z)+ (1 =N f(y)

Polozime-li A := 1/p, z := a? ay := b%, potom 1 — A = 1/q a dostaneme

p q 1 1
In (a_+b_) > —Ina? + —1Ind?,
p q p q

coz po upravé implikuje Youngovu nerovnost. [

Véta 5.83 (Holderova nerovnost): Necht p,q > 1 spliuji IlJ + % =1laf,g: X — Cjsou
meéfitelné funkce. Potom plati:

JAELTE (/|f|”du>1/p (/ Iglqdu)l/q.

Specialné jsou-li f € LP a g € L% potom fg € L' a plati:

gl < I£lpllgllo-

Posledni tvrzeni plati (trivialné) i pro limitni par p = 1 a ¢ = oo.
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Diitkaz. Oznacme

(o) (o)

Je-li s = 0, potom je f = 0 p-s.v., z ¢ehoZ plyne, ze [ |fg|du = 0, a tudiz nerovnost plati.
Podobné prot = 0. Je-li s = co at > 0, potom nerovnost plati trividlné a ptipad ¢t = 0 jiz byl
vyfizen.

Staci tedy predpokladat, ze 0 < s,t < oo. Aplikujeme-li Youngovu nerovnost (Lemma 5.82) s

@, sl

S ' t

dostaneme pro kazdé z € X nerovnost

[f@g@)| _f@ |g(@)?
st ~ psP qt?

Odtud mame

1 1 1 11

_/|f9|dué /|f|pdu+—/|glqdu= S+-=1,

st psp qtq p q
—— ——

=gP =t4
neboli

/!fgldu < st,

coz jsme chtéli dokazat. O

Nyni jiz mizeme dokazat i trojihelnikovou nerovnost pro || -
znama jako Minkowského nerovnost.

Véta 5.84 (Minkowského nerovnost): Necht p > 1a f,g : X — C jsou méfitelné funkce.

Potom plati:
1/p 1/p 1/p
(/|f+g|pdu) < (/Iﬂpdu) + (/|g|pdu) :

Diikaz. Pripad p = 1 plyne okamzité z vlastnosti integralu, nebot

[1r+gian< [+ ighan= [ iian= [lola

Necht p > 1. Protoze

p»» ktera je v tomto piipadé

/ 4+ glPdp < / (171 + 19 da,

muzeme bez Ujmy na obecnosti pfedpokladat, ze f, g > 0. Dale zfejmé staci uvazovat jen pfi-
pady, kdy je prava strana Minkowského nerovnosti konecna a leva strana kladna, tj.

/fpd,u < 00, /gpdu <oo a /(f + g)Pdp > 0. (71)
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Aplikujeme-li (dvakrat) Holderovu nerovnost na pravé strané v rovnosti

(f+9)=f(f+9"  +9(f+9)"
sq:=p/(p—1),aby 1/p+ 1/q = 1, odvodime nerovnost

—p 1/q
frearaws [(f )" (f ) ] | for o=

Nyni sta¢i obé strany vydélit ¢lenem ([ (f + g)pd,u)l/ ! a uvazime-li, ze 1 — 1/q = 1/p, dosta-
neme Minkowského nerovnost. Toto déleni Ize ov§em provést pouze tehdy, pokud je

O</(f+g)pdu<oo.

To je zaruceno predpoklady (71) a tim, Ze

[t +gpau s ( [ran+ [ gpdu> <o

kde jsme vyuzili nerovnosti
a+b\" < a? N b?
2 -2 2’
ktera plati pro kazdé a,b > 0 a vyplyva z konvexnosti funkce = +— 2z na (0, c0). []

Dusledek 5.85: Pro kazdé p € [1, 00| je (L?, || - ||,) normovany prostor.

Diikaz. Ovéfeni homogenity ||af]|, = |a|||f|l, prokazdé f € LP a o € C je jednoduché ptimo
z definice || - ||,. Z konstrukce prostort L? je také zarucena platnost implikace: ||f|, = 0 =
f = 0 jakozto nulovy element (tfida) prostoru L7, tj. f = 0 p-s.v.
Trojuhelnikova nerovnost
1F+ gl < 171+ Nlglls
je dusledek Véty 5.84 pro kazdé f,g € LP ap € [1,00). Je-li p = o0, spliuji funkce f,g € L
nerovnosti | f| < || flleo @ |g] < ||glloo pt-s-v. na X, a proto také

[f gl < 1A+ gl < W flle + N9l

p-s.v. na X. Odtud plyne, ze || f + glloo < [|f]loo + [19]]c0-
Celkem tedy vidime, ze L” je linearni prostor a ||-||, je normana L? prokazdé p € [1,00]. [

Priklad 5.86: Jedna netrivialni nerovnost, se kterou uz jsme se v tomto kurzu setkali, plyne
z Minkowského nerovnosti jako specialni ptipad. Zvolme n € N a polozme X := f, M := 2%
a pu pocitaci miru na n. Potom ma Minkowského nerovnost pro p > 1 tvar

n 1/p n 1/p n 1/p
(Z!f(j)+g(j>!p> s(Z\f(j)\”) +<Z\g<y’)\”>
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pro kazdé f, g : n — C, coz bychom mohli pfepsat do tvaru
n 1/p n 1/p n 1/p
(Stur) < (Smr) ()
j=1 j=1 j=1

pro z,y € C". Dostavame tedy trojuhelnikovou nerovnost p-norem na C".
Podobné vezmeme-li X := N, M =2V a pocitaci miru na N, dostaneme nerovnost

00 1/p I 1/p o 1/p
(Zm w) < (yw) N (zmvﬂ)
j=1 j=1 j=1

pro libovolné komplexni posloupnosti {x;}°2, a {y;}52,. Pfislusny prostor L”(N,2", 1) ma
v literature standardni znaceni

WW%={%&£NN3

oo
Z |z |P < oo} ,

j=1
je-llip e [l,00) a
(*(N) := {{x]}]o';l cC

sup |z;| < oo}
jeN

pro piipad p = oc.

Naprosto zasadni vlastnosti prostora L” je, Ze jsou uplné, coz dokazeme v nasledujici véteé.
Tedy pro kazdé p € [1, 00] je L” Banachiiv prostor a specialné pro p = 2 je L? dokonce Hilber-
ttv, protoze norma || - ||2 je indikovana skalarnim sou¢inem

(ﬁ@wz/?@b@ﬁM@,

kde f,g € L2

Véta 5.87: Necht p € [1, oo]. Potom (L7, | - ||,,) je Gplny. Navic je-li { f,,}72, cauchyovska po-
sloupnost funkci z L, potom existuje podposloupnost { f,,, }22, a f € LP tak, ze limy_,o0 frn, =
f p-s.v.

Diikaz. 1) Pfedpokladejme nejprve, ze p € [1,00). Dukaz provedeme v nékolika krocich.
a) Necht {f,}>2, C L” je cauchyovska, tzn., Ze

(Ve > 0)(3no)(Vm,n = no)([| fo — finllp <€)

Pro kazdé k € N polozime ¢ := 27* a najdeme n;, € N tak, Ze

2 ) (I = Fully < )
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Bez ujmy na obecnosti mizeme piedpokladat, ze {ng}7°,; C N je rostouci. Oznacime-li si pod-
posloupnost g, := f,, pro k € N, plati

otk 80 (o=l < 31 ) )

b) Definujme posloupnost funkci

k
hi = g1 +Z|9j —gj-l, keEN,

j=2
Podle odhadu (72) a trojuhelnikové nerovnosti mame

k

lelly < lgrllp + > g = g5-ally < llgally +1
j=2

pro kazdé k € N. Jelikoz 0 < hy < hyyq pro kazdé k£ € N, mUzeme aplikovat Vétu 5.24
o monoténni konvergenci na posloupnost {4} }7° , z niz pro limitni funkci h := limy_, Ay
dostaneme

[ rran = tim [ 1 < (ol + 17 < o,

neboli A je integrabilni.
c) Protoze [hPdp < oo, je h? < 00 p-s.v., a tudiz také h < oo p-s.v., viz Lemma 5.33.
Zvolme x € X, pro které je h(x) < oo. Potom

l91()] + Z lgi(z) — gj—1(z)] = h(x) < .

To znamena3, Ze fada
g1(@) + > (gi(x) = gja(x))
j=2
konverguje absolutné, a tudiz je také konvergentni. Oznacime si jeji soucet f(z) (mame kandi-

data na limitu posloupnosti { f,,}52 ;). Potom

k
fl@) = gi(@) + lim > (g;(2) = g;1(2)) = lim gi(w) = lim f,, (), (73)

k—o00 < k—o00
7j=2
neboli f,,, — f p-s.v., ¢imz bude dokazano 2. tvrzeni véty, az navic ovéfime, ze f € LP.
d) K dokonc¢eni dikazu tplnosti L?, ukazeme, zZe || f — gx||, — 0. Potom totiz podle 4. tvrzeni

Lemma 2.107 je také || f — f,.|l, = 0. Z (73) plyne, ze | f — gx|? — 0 p-s.v. Dale pro k < m mame

m—1

9k — gm| < Z 195 = gj+1
=k
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a posleme-li m — oo, dostaneme |gy — f| < h p-s.v. Potom také |gp — f|P < hP p-s.v. a jeli-
koz je h? integrabilni (majoranta), ospravedliuje Lebesgueova véta zaménu limity a integralu
v rovnosti

w17 = gulg = tim [ 17 = g = [ odu=0,
—00 k—o00

coz jsme chteéli ukazat. Navic pro libovolné k£ € N mame

11y < F = gkllp + llgwllp < oo,

nebot g, € LP a || f — gi|l, — 0. Tedy f € LP.
2) Dukaz véty pro p = oo je mnohem jednodussi. Bud { f,,}>° ; cauchyovska posloupnost
v (L, ||+ ||s)- Pro m,n € N oznaéme p-nulové mnoziny

A = A{r € X [|fu(x) = fn(2)] > [l fn = frnlloo}

o0

a polozme F' := Uy _; Ay, . Potom p(F) = 0. Dale z cauchyovosti { f, }72, vyplyva, ze ke
kazdému e > 0 existuje ng € N tak, ze

sup [ fo(2) = fin(2)] < o = finlloo <€

zeFe

pro vSechna m,n > ng. To je ovsem Bolzanova—-Cauchyho podminka pro stejnomérnou kon-
vergenci posloupnosti funkci f,, na ', viz Véta 1.12, a proto existuje funkce f definovana na
F¢ tak, ze

lim sup |f.(z) — f(x)| =0.

n—oo reF¢

Dodefinujme f(z) := 0 pro x € F.Potom ||f,, — f|lcc — 0 a esencilni omezenost f plyne z
nerovnosti || flloc < [|f = falloc + [|.fnlloc, ktera plati pro libovolné n € N. O

5.8 Derivace miry a Radon-Nikodymova véta*

,Nepfednasi se ... snad nékdy v budoucnu dopisu.®
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5.9 Cviceni

Cviceni 5.1: Necht f : X — Y. Ovérte nasledujici vlastnosti vzoru mnoziny:

7 (U E) =Jr &), (ﬂ E) = "(Ea), FHE)=(F1(B),
kde F C X a{FE,}, C X.
Cviceni 5.2: Dokazte rovnosti:
1. Be={ECR|ENR € Bg},
2. Bg=M({(a,00] | a € R}) a Bg =M ({[-0,a) | a € R}).
Cviceni 5.3: Ovéite, Ze pro méfitelné funkce f, g : X — R plati:
1. Zvolme pevné a € R, potom funkce  : X — R definovana vztahem
Ma) = {;@) ot T
je méfitelna.
2. Funkce fg je méfitelna (s konvenci 0 - (+00) = 00 - 0 = 0).

Cviceni 5.4: Predpokladejte platnost Fatouova lemma a pomoci néj dokazte Vétu o monotonni
konvergenci.

Cviceni 5.5: Dokazte nasledujici variantu Véty o monoténni konvergenci pro nerostouci po-
sloupnost funkei: Necht {f,}5°, C Z,, pro kazdé € Nje f, > foi1, [ = lim, o0 fr (=
infhen fr) a [ fidu < oo. Potom f € %, a plati

/fdu=nlggo/fndu-

Najdéte piiklad, ktery ukazuje, Ze tvrzeni neplati, vynechame-li pfedpoklad [ fidu < occ.

Cvi¢eni5.6: Necht {f,}>2, C Z,, f =lim, o0 fna [ fdu =lim, , [ frdp < co.Dokazte,
ze potom pro kazdé E € M plati:

/fd,u: lim/fndu.
E n—oo E

Dale ukazte na konkrétnim prikladu, Ze tvrzeni neplati, pokud [ fdu = lim, o [ fndp = cc.
Cviceni 5.7: Necht f € Z, a [ fdu < oo. Dokazte, ze

(Ve > 0)(FE € M, u(E) < o0) (/Efdu> (/fdu> —e).
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Cviceni 5.8: Necht 1 je kone¢na mira, {f,,}2, posloupnost omezenych méfitelnych funkei
X
a f, —= f.Dokazte, ze f € L a plati

/fduzggngo/fndu-

Déle na konkrétnim pfikladu ukazte, Ze tvrzeni neplati, pokud p(X) = oc.

Cviceni 5.9: Modifikujte postup diikazu 3. tvrzeni Véty 5.46 a ukazte, Ze také prostor C°(R)
hladkych funkeci s kompaktnim nosi¢em je husty v L'(u), kde y je Lebesgueova-Stieltjesova
mira na R.

Cviceni 5.10: Dokazte vlastnosti oscilace z dikazu Véty 5.54.

Cvi¢eni” 5.11: Necht X =Y = [0,1], M =N = Bjy 1}, 1t = m je Lebesgueova mira (ziZena
na By 1)) a v je pocitaci mira. Necht D = {(z,z) | x € [0,1]}. Ukazte, Ze vechny tfi integraly

[ [ rwa. [ [ ravan, [ rawey)
maji riznou hodnotu.

(Hint: Obtizné je ukazat, ze [ fd(u ® v) = oo. Je tfeba pouzit definici 4 ® v pomoci vnéjsi
miry, viz (37). Uvazujme {4, x B,}°2, C Bjg1) x B, pokryvajici D. Ozn. M := {n € N |
w(A,) = 0} a S = UpenmA,. Potom u(S) = 0, a proto je [0,1] \ S nespoletnd. Mnozina
{(z,z) | v € [0,1] \ S} je pokrytd mnozinami {A, x By }nemam, . (Vo € [0,1] \ S)(In €
N\ M)((z,z) € A, x By,). Specialné [0, 1] \ S C Upen By, a proto existuje ng € N\ M tak,
ze By, je nekone¢na (dokonce nespocetna). Protoze navic (1(A,,) > 0, je (A, )V (Bn,) = 00.)
Cviceni 5.12: Doplite detaily v dikazu Véty 5.72.

Cviceni 5.13: Necht R € R™" je takové, ze | Rz| = ||x| pro vSechna z € R", kde || - || je
euklidovsk4 norma na R™. UkaZte, e R je ortogonalni matice, tj. RT R = I.

Cviceni 5.14: Prozkoumejte vztah mezi integraly

1 1 1 1
0.1]2 f(%y)dm(%y), /0 /0v f(l’,y)dxdy, /0 /0\ f(mjy)dydx7

kde
1. ) )
_ vy
f(xvy)_ (1’2—|—y2)2’
2.
f@y) = ——— a>0
7y 7(1—;’[’y)a’ I
3.

O<y<|zr—1/2,

, jinak.

1
0

303



Cviceni 5.15: Dokazte, Ze

0o .
__sinzx 1
e dr = arctg —
0 x a

pro kazdé a > 0.
(Hint: Integrujte funkci e~**¥ sin(x) podle x a y.)

Cviceni 5.16: Dokazte, Ze
o) 2
sin“ x 1 4
/ e dr=-1In (1 + —)
0 x 4 a?

T sin(2xy) podle x a y.)

pro kazdé a > 0.
(Hint: Integrujte funkci e~

Cviceni 5.17: Dokazte, Ze

Q.

pro kazdé n € Npaa > 0.
(Hint: Derivujte integral z Prikladu 5.80 podle a a aplikujte Vétu 5.48.)

Cviceni5.18: Necht p € [1, 00). Ukazte, Ze z konvergence pi-skoro v§ude neplyne konvergence
v (L*, ] - ||,) a ani naopak.

(Hint: Napf. pro 4 Lebesgueovu miru na R zkoumejte posloupnosti f,, = n™'xon) a gn =
Xjo-r,(j+1)2-+) pron =281 + j kde k € Naj € {0,1,...,281 —1})

Cviceni 5.19: Dokazte, Ze z konvergence v prostoru (L, || - ||« ) Vyplyva konvergence p-s.v.,
ale ne naopak.

(Hint: Pro ilustraci neplatné implikace uvazujte napf. ;1 Lebesgueovu miru na R a posloupnost
Jn = X(n,n—i-l)-)

Cviceni 5.20: Dokazte, ze pokud 1 < p < g < oo a u(X) < oo, pak je L7 C LP.

(Hint: Holderova nerovnost.)
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