2 Topologické a metrické prostory

2.1 Uvod

Jako motivaci pro nasledujici definice uvazujme jednoduchy piiklad mnoziny realnych cisel R.
Na R zavadime absolutni hodnotu |z| ¢isla 2 € R obvyklym zpisobem. Absolutni hodnotu ||
muzeme chapat jako velikost prvku z € R. Absolutni hodnota je také zobrazeni |-| : R — [0, 00)
s vlastnostmi:

1. (Vo € R)(Va € R)(|ax| = |af|z]),

2. (Va,y € R)(|lz +y| < 2| + |y]),

3. VzeR)(|Jz| =0 & x=0),

které je jednoduché ovérit.
Axiomatizaci vlastnosti 1.-3. dostaneme znamou definici normy jako abstrakci velikosti prvku
linearniho prostoru.

Definice 2.1 (Norma): Bud V' linearni prostor nad R (resp. C). Zobrazeni || - || : V' — [0, 00)
s vlastnostmi:

1. (Vo e V)(Va € R (resp. C))(||ax| = |af||x

),

2. (Vo,y € V)(|lz+yl| <zl + [lvl), (tzv. trojiihelnikova nerovnost)
3. Mz eV)(|z] =0 & x=0),

nazyvame norma na V' a uspotradanou dvojici (V, || ||) normovany prostor.

Poznamka: 1. Prostor V' z definice normy musi byt linearni, protoZe musi byt jasné, co je
soucet x + y a soucin ax pro elementy z,y € V a ¢islo a. To uz nebude tfeba pro obecnéjsi
prostory metrické a topologické.

2. Zobrazeni || - || : V — [0, 00) splitujici 1. a 2. se nazyva seminormana V.

Priklad 2.2: Priklady normovanych prostort:

1. Na V = R" (resp. C") definujeme tzv. p-normu

n 1/p
(Z |in”> ,  prop € [1,00),
][, ==

i=1

max | z;|, pro p = o0,
1EN

kde x € V. Normy ||z
maximovd.

1, ||z]]2 a ||z]|c se nékdy nazyvaji po fadé souctova, euklidovska a
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2. Podobné lze zavést na prostoru spojitych funkci C'([a, b]) na intervalu [a, b] p-normy

(/ab !f(x)yp) 1/pdx, pro p € [1,00),

sup |f ()], pro p = oo,
z€[a,b]

1Fllp =

kde f € C(]a,b)).

Ukazat, ze normy || - ||, pro p € (1, 00) splituji trojihelnikovou nerovnost, neni trivialni
a my si ji dokaZeme azZ mnohem pozdéji v obecnéjsi podobé, viz Véta 5.84 a také Cviceni 2.2
a 2.3. Ve specidlnim pfipadé p = 2 lze vyuzit toho, Ze || - || je indukovana euklidovskym ska-
larnim soucinem, tzn. ||z||; = \/(x,x) a pouzit k dikazu trojuhelnikové nerovnosti znimou
Schwarzovu nerovnost (Cviceni 2.2).

V dikazu implikace || f][, = 0 = f = 0 je podstatny pfedpoklad spojitosti funkce f.
Vsimnéte si, ze pokud bychom prostor C([a, b]) nahradili (vétsim) prostorem Riemannovsky
integrabilnich funkci na [a, b], implikace uz by neplatila a || - ||, by byla pouze semi-norma.

Vratme se k prikladu realnych ¢isel. Vzdalenost mezi dvéma realnymi ¢isly x a y je rovna
p(x,y) = |r — y|. Vzdalenost dvou elementd z R miZeme tedy chapat jako zobrazeni p :
R x R — [0, 00), které méa navic tyto vlastnosti:

L (Vz,y € R)(p(z,y) = p(y, ),
2. (Vz,y,2 € R)(p(, 2) < p(z,y) + p(y, 2)),
3. (Vo,y € R)(p(z,y) =0 & z=1y).

Abstrahujeme-li od R k libovolné neprazdné mnoziné X, pak axiomatizaci vlastnosti 1.-3.
dostaneme definici metriky jako abstrakci vzdalenosti dvou elementt z X.

Definice 2.3 (Metrika): Bud X # () mnoZina. Zobrazeni p : X x X — [0, c0) spliujici
1. (Vo,y € X)(p(z,y) = p(y,x)), (tzv. symetrie)
2. (Vz,y,z € X)(p(z,2) < plz,y) + ply, 2)), (tzv. trojithelnikova nerovnost)
3. (Va,y € X)(p(z,y) =0 & z=y),

nazyvame metrika na X a uspofadanou dvojici (X, p) metricky prostor.

Je-li X specialné linearni prostor vybaveny normou || - ||, potom je zobrazeni

p(x,y) = ||z =y

metrikou na X (ovérte). O takové metrice fikame, Ze je indukovana normou. Ptiklad 2.2 nam
proto ihned dava nasledujici priklady metrik.
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Priklad 2.4: Pro z,y € R" (resp. C") je

n 1/p
(Z |$z - yz|p> ) prop € [17 OO),
=1

max |z; — yil, pro p = o0,
1EN

pp(T,y) =

metrika (indukovana normou || - ||,) na R” (resp. C"). Podobné pro f, g € C([a, b]) je

(f.9) </b’f(x)_g(x)‘pdx)l/p’ pro p € [1, 00),
pp(f.g) == e

Sl[lp]’f(x) — g()], pro p = oo,
z€la,b

je metrika na C'([a, b]).
Existuji ovsem metriky, které nejsou indukovany zZadnou normou.

Piiklad 2.5 (Diskrétni metrika): Nalib. X # () 1ze vzdy zavést tzv. diskrétni metrika:

]-7 je_h T 7é Y,
0, je-llix =y.

pa(e,y) = {

Je-li X linearni prostor s alesponi dvéma rtiznymi prvky, tj. |X| > 2, neni p; indukovana
zadnou normou na X . Predpokladejme, Ze naopak existuje norma || - | na X takova, ze

pa(x,y) = |lz =y
pro vSechna x,y € X. Z vlastnosti normy by potom metrika p; musela spliiovat
palor, ay) = |lax — ayl| = |ofl|z —yl| = |alpa(z, y)

pro kazdé a € R (resp. C) a z,y € X.Pokud je = # y, dostaneme z definice pg, Ze |a| = 1 pro
vsechna a € R (resp. C), coz je spor.

Mizeme-li méfit vzdalenosti mezi prvky mnoziny. MiZzeme méfit také vzdalenost mnozin
a mluvit o omezenych mnozinach.

Definice 2.6: Bud (X, p) metricky prostora () # A, B C X. Cislo
d(A,B) :=inf{p(z,y) |z € A,y € B}
nazyvame vzdalenosti mnozZin A a B. Dale ¢islo
diam A := sup{p(z,y) | z,y € A}

nazyvame priimér mnoziny A. Pro prazdnou mnozinu klademe diam ) := 0. Rekneme, Ze A je
omezena, pravé kdyz diam A < oo.
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Poznamka: 1. Je-li | X| > 2, zobrazeni d neni metrika na potenéni mnoziné 2%, at uz dodefi-
nujeme d(A, B) jakkoliv pro A = ) nebo B = (), nebot z d(A, B) = 0 neplyne A = B.
2. Pokud A C B, potom diam A < diam B.

Abychom se postupné dostali k obecnému topologickému prostoru, potfebuje si ujasnit po-
jem oteviena mnozina v metrickém prostoru. K tomu si nejprve zavedeme pojem koule v met-
rickém prostoru.

Definice 2.7: Bud (X, p) metricky prostor, z € X ar > 0. Mnozinu

By(r) :={y € X | p(x,y) <r}

nazveme (otevienou) kouli se sttedem v x a polomérem r nebo stru¢néji r-kouli se sttedem v z.

Poznamka: Mnozina B,(r) se také nékdy nazyva r-okolim bodu x.

Piiklad 2.8: Uvazujme X = R? s metrikou indukovanou p-normou ||.
1-koule se stfedem v 0 je mnozina

»» kde p > 1. Potom

Bo(1) ={z e R?* | ||z, < 1} = {z € R? | |21 |" + |m|? < 1}.

Tvar mnozin By(1) pro nékolik hodnot p je na Obrazku 4.

z]lr <1 [z][32 < 1 ]2 < 1
T2 T2 i)
T Ty T
x5 <1 zlls < 1 2|00 < 1
Z2 T2 T
4a1 T T1

Obrézek 4: Piiklady 1-kouli se stiedem v 0 v (R?, || - ||,,) pro nékolik hodnot p.
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Definice 2.9: Bud (X, p) metricky prostor. Rekneme, 7e mnozina A C X je oteviend, pokud
(Vz € A)(Ir > 0)(B,(r) C A).

Tzn., ze s kazdym bodem x € A lezi v A také néjaka koule se stfedem v z. Mnozinu B C X
nazveme uzavienou, pravé kdyz X \ B je oteviena.

Piiklad 2.10: Uvazujme X = R? s metrikou indukovanou p-normou || - ||, pro néjaké 1 <
p < oo. Mnozina A = (0,1) x (0,1) (otevieny &tverec) je oteviena v (R?, || - ||,). MnoZina
B =[0,1] x [0, 1] (uzavteny &tverec) je uzaviena v (R?, || - ||,). Mnozina C' = [0, 1) x [0, 1) neni
ani oteviena, ani uzaviena v (R? || - ||,,).

Véta 2.11: Necht (X, p) je metricky prostor, z € X ar > 0. Potom B,(r) je oteviena.

Diikaz. Budy € B,(r) libovolné ale fixni. Ukazeme, ze 3r' > O tak, ze B, (') C B,(r).Polozme
r':=r—d>0,kded:= p(x,y) <r. Jeliz e B,(r'), plyne z trojihelnikové nerovnosti

p(z,2) < p(z,y) +ply,z) <d+7r' =r.
Tzn, 7e z € B,(r). -

Nasledujici vlastnosti se ukazi jako klicové pro axiomatickou definici oteviené mnoziny
v obecnych prostorech bez metriky.

Véta 2.12: V metrickém prostoru (X, p) plati:

1. ) a X jsou oteviené.
2. Je-lineNaA,,... A, C X oteviené, pak A; N ---N A, je oteviend mnoZina.
3. Je-li I # () indexova mnozina lib. mohutnosti a { A, }ae; C X oteviené, potom Uyer A,

je oteviena.

Diikaz. Tvzeni 1. je trivialni.

2. Predpokladejme, ze A;,..., A, C X jsou oteviené. Necht z € A; N ---N A,. Potom
x € A; pro kazdé i € n. Z otevienosti mnozin A; plyne, ze Ir; > 0 tak, ze B,(r;) C A;.
Polozime-li r := min;ec; 7; > 0 je

(Vi € n)(B,(r) C A;),

neboli
B,(r) C A N---NA,.

Z toho plyne, ze A; N ---N A, je oteviena.
3. Pfedpokladejme, ze { A, }oer C X jsou oteviené. Necht x € U, A,. Potom oy € T tak,
ze x € A,,. Protoze je A,, oteviena, existuje r > 0 tak, Ze

B,(r) C A, C | A

ael

Tedy Uu,er A, je oteviena. O
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Vidime, Ze mame-li metriku na X, mame také systém otevienych podmnozin X, pro ktery
plati tvrzeni 1.-3. z Véty 2.12. Axiomatizaci vlastnosti 1.-3. dostaneme abstraktni definici sys-
tému otevienych mnozin a dostaneme tak nejobecnéjsi strukturu, kterou se budeme zabyvat -
topologicky prostor.

2.2 Topologie
Definice 2.13 (Topologie): Necht X = (). Systém mnozin 7 C 2% spltiujici
1. 0,Xer,
2. (VneN),Vien A, eT = N A €7),
3. VI#D(Vael, Ay €T = UqerAa € 7),
nazyvame topologie na X a uspoiadanou dvojici (X, 7) topologicky prostor. Prvky A € T se
nazyvaji otevrené mnoziny.

Poznamka: 1. Pojem otevienda mnoZina z Definice 2.13 je vzdy svazan s konkrétni topologii
a zobecriuje pojem oteviena mnozina v metrickém prostoru z Definice 2.9.
2. Skute¢né je-li (X, p) metricky prostor a

7, ;= {A C X | A oteviena podle Definice 2.9},

plyne z Véty 2.12, Ze 7, je topologie na X. Topologie 7, se nazyva topologie indukovana metri-
kou p. Na druhou stranu ne kazda topologie je indukovana néjakou metrikou, viz Priklad 2.14.
3. Dostavame tedy hierarchii striktnich vlozeni

(X (11D < (X, p) < (X, 7).

Navic vime z linearni algebry, ze skalarni souc¢in indukuje normu na linearnim prostoru, mu-
zeme si proto hierarchii jesté rozsifit o pre-Hilbertv prostor

(X> (" )) = (Xv ” ’ H) = (X,p) = (X>7—)'

Nasledujici dva priklady ukazuji dva extrémy, kdy jsou oteviené pouze mnoziny () a X, nebo
vSechny podmnoziny X.
Priklad 2.14 (Trivialni topologie): Na lib. X # () Ize zavést trivialni topologii 1o := {0, X }.
Pokud je | X| > 2, neni 7y indukovana Zadnou metrikou. Pro spor pfedpokladejme naopak,
ze existuje metrika p na X indukujici 79. Zvolme x,y € X, x # y a oznaéme r := p(x,y) > 0.
Potom = € B,(r/2), ale y ¢ B.(r/2). Tzn., ze ) # B,(r/2) # X, a tedy B,(r/2) neni
v topologii 7p. Na druhou stranu podle Véty 2.11 je B,(r/2) otevien4, coz je spor.
Piiklad 2.15 (Diskrétni topologie): Na lib. X # () Ize zavést diskrétni topologii 74 = 2.
Topologie 7, je indukovana diskrétni metrikou na p; na X (Cviceni 2.7).
Piiklad 2.16 (Obvykla topologie na R"): Topologii na R", n € N, indukovanou euklidovskou
metrikou po(z,y) = || —y||2 pro z, y € R", budeme stru¢né nazyvat obvyklou topologii na R™.
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Definice 2.17: Bud (X, 7) topologicky prostor a € X. Libovolnou mnozinu A € 7, ktera
obsahuje x, nazveme (otevienym) okolim x a budeme ji znacit H,.

Véta 2.18: Bud (X, 7) topologicky prostor a A C X.Potom A € 7, pravé tehdy kdy?z
(Ve € A)(3H,)(H, C A).

Diikaz. Implikace (=) je trividlni, nebot za H, lze vzit samotnou mnozinu A.
Dokazeme implikaci (<=). Z ptedpokladu (Vax € A)(IH,)(H, C A) plyne

A=|JH.
TEA

Inkluze A C UgyecaH, je zfejmé pravdiva. Naopak, je-li y € U,ecaH,, existuje © € A tak, Ze
y € H, C A. Plati tedy i opacna inkluze A D U,caH,. K dokonceni dikazu sta¢i uvazit,
ze podle definice okoli je [, € 7 pro kazdé x € X. Vlastnost 3. z definice topologie potom
implikuje

A= U H,er.

z€EA

Uzavienou mnozinu definujeme jako doplnék do oteviené mnoziny.

Definice 2.19 (Uzavienid mnozina, kotopologie): Bud (X, 7) topologicky prostor. Mnozinu
A C X nazveme uzavfenou, pravé kdyz X \ A € 7. Systém vsech uzavienych mnozin na-
zyvame kotopologie a znac¢ime c7.

Priklad 2.20: Uvazujme X = R s obvyklou topologii. Potom, je-li a < b, je uzavieny interval
[Cl, b] = R\ ((_007 CL) U (b> OO))

uzavienou mnozinou.

Véta 2.21: Bud (X, 7) topologicky prostor. Potom plati:
1. 0, X €ecr,
2. (VneN),(Vien, A €ct = UL A; €cr),
3. (VI #0)(Va eI, Ay € cT = NuerAa € cT),

Diikaz. Pfipomenme de Morganovy zakony, které davaji do souvislosti pruanik, sjednoceni a do-
plnék mnozin A, B C X:

(X\NA)U(X\B)=X\(ANB),
(X\A)N(X\B)=X\ (AU B).

Diukaz tvrzeni potom pfimo plyne z vlastnosti topologie a vztah:
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X=X\0 a 0=X\X,
UAFX\ (ﬂ(X\A»),

[ Aa =X\ (U(X\Aa))

acl ael
O]

Poznamka: 1. Misto z mnozin otevienych bychom mohli vyjit z mnozin uzavfenych, axioma-
tizovat vlastnosti 1.-3. z Véty 2.21 a definovat kotopologii misto topologie. Budovali bychom
tim ale v podstaté tutéz teorii.

2. Nekonecny prinik otevienych mnozin obecné neni oteviena mnozina. Podobné nekonec¢né
sjednoceni mnozin uzavienych nemusi byt uzaviena mnozina (najdéte priklady). V topologii
se mnoziny, které jsou spocetnym prunikem otevienych, resp. spocetnym sjednocenim uzavre-
nych mnozin nazyvaji G, resp. F,, mnoziny. Toto zvlastni znaceni odkazuje na francouzské
a némecké vyrazy:

F.: F = ,Fermé® = uzavteny, o = ,somme"“ = suma/sjednoceni,
Gs : G = ,Gebiet” =~ okoli (otev.), 0 = ,durchschnitt® = pranik.

Jednou z obvyklych a uzite¢nych metod, jak zadat topologii na mnoziné, je pomoci baze.
Definice 2.22 (Baze): Systém mnozin § C 7 nazyvame bazi topologického prostoru (X, 7)
(téZ bazi topologie ), pravé kdyz kazda mnozina A € 7 je sjednocenim néjakych mnozin z f3.
Poznamka: Ptijimame konvenci, Ze prazdné sjednoceni mnozin je (). Proto i {) je sjednocenim
(nula) mnozin z 3 a to i v piipadé, ze () ¢ £.

Samoziejmé kazdy topologicky prostor ma bazi, nebot lze trivialné polozit 5 := 7. Protoze
T = {Uy | v C B}, je topologie urcena svoji bazi jednozna¢né. Naopak jeden topologicky
prostor muze mit vice bazi.

Piiklad 2.23: Uvazujme X = R s obvyklou topologii 7. MnoZina otevienych intervala {(a, b) |
a < b} je bazi 7. Jiny piiklad (spocetné) baze T je mnozina otevienych intervald s racionalnimi
krajnimi body {(a,b) | a,b € Q,a < b}.

Piiklad 2.24: V topologii metrického prostoru (X, p) je systém otevienych kouli { B,(7) | = €
X,r > 0} bazi.

Véta 2.25: Necht (X, 7) je topologicky prostor. Systém mnozin 3 C 2% je baze (X, 7), pravé
kdyz g C 7a(Vx € X)(VH,)(3B € B)(x € B C H,).
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Diikaz. Necht [ je baze 7, x € X a H, okoli x. Protoze H, € 7, musi byt H, sjednocenim
mnozin z [3, tedy
H, = U Baa

ael

kde B, € 8 pro vSechna « € I a I # () je indexova mnozina. Protoze

v € H, = B.,

ael

existuje o € I tak, ze x € B,,,. Polozime-li B := B,,, mame B € Jax € B C H,.
Naopak predpokladejme, Ze je dan systém 3 C 7 spliujici (Vo € X)(VH,)(3IB € 5)(z €
B C H,).Ukazeme, ze [3 je baze 7. Necht A € 7. Potom k lib. x € A existuje H, C A. Odtud

plyne
A=|JH.
€A
Z ptedpokladu dale vime, Ze ke kazdému H, existuje B = B, € [ tak, ze x € B, C H,. Potom

plati
A=JB..

T€EA

neboli A je sjednocenim mnozin z /3. [

Nasledujici véta zcela odpovida na otazku, jaké systémy podmnozin X mohou byt bazi to-
pologie.

Véta 2.26: Je-li 5 bazi topologického prostoru (X, 7), potom plati:
1. Ug =X,
2. VA, Bep)(Vre AnB)(3C € B)(x € C C AN B).

Naopak, je-li 3 C 2% s vlastnostmi 1. a 2., potom je 75 = {U7 | v C 3} topologie na X a f3 jeji
baze.

Diikaz. Necht [3 je baze topologie 7. Potom 1. plati, nebot X € 7. K ovéfeni 2. méjme A, B € 3
axr € ANB.Protoze f C 7,jemnozina ANDB € 7, atedy okolim x. Potom z Véty 2.25 vyplyva,
ze existuje C' € [ takova,ze x € C' C AN B.

Piedpokladejme naopak, Ze systém (3 C 2% ma vlastnosti 1. a 2. UkaZeme, 7e 75 = {U7 |
v C 3} je topologie na X. Triviadlné mame () € 75 a podle vlastnosti 1. také X € 75.

Ukazeme, Ze 75 je uzavieny na lib. sjednoceni. Dale budou fecka pismena «, o', ;t oznacovat
indexy z néjakych neprazdnych indexovych mnozin, které pro stru¢nost nebudeme explicitné

vyznacovat. Mé&jme tedy { A, }, C 75. Podle definice 75 existuji ke kazdému o mnoziny Bff‘) €

[ tak, ze
Ao =B,
W
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Potom
U -UUs
o o

neboli mnozina U, A, je sjednocenim mnozin z 3, a proto U, A, € 75.
Nakonec ovérime, Ze 73 je uzavieny na konecné primiky. Staci ukézat implikaci

A,BGTﬁ = AmBeTﬁ.

Nejprve si viimnéme, ze pokud By, By € 3, potom BN By € 75. Budto totiz BiN By = () € 73,
nebo By N By # (), a potom podle tvrzeni 2. (Vz € By N By)(3C, € B)(x € C, C By N By),
z ¢ehoz plyne

BinB,= [J C..

r€B1NB2

Tedy By N By € 75.
Jsou-li A, B € 73, potom

A:UBa a B:UBa/

pro néjaké { B, }a, { Bas }or C . Proto lze prunik A N B vyjadrit jako
AnB=|JB.n|JBw = Ban Ba.

Podle pozorovani vyse je B, N B, € 73 pro kazdé o a o/. ProtoZe uz vime, Ze systém 73 je
uzavieny na lib. sjednoceni, dostavame konecné A N B € 7. []

Jesté jeden zpusob, jak na mnoziné zavést topologii, je velice obvykly. Staci predepsat do-
statecné bohaty systém okoli kazdého bodu.

Definice 2.27 (Lokalni baze): Bud (X, 7) topologicky prostor az € X. Systém okoli 3, bodu x
nazveme lokalni bazi v x prostoru (X, 7), pokud plati (VH,)(3IB € 3,)(B C H,).

Priklad 2.28: Uvazujme R s obvyklou topologii. Potom systém
B ={(x —€,x+e€)|e>0}
je priklad lokalni baze v € R. Jina lokalni baze v z je napf.
Be = {(x — 2¢,2 4 3¢) | € > 0}.

Mezi pojmy baze a lokalni baze je uzka souvislost.

Véta 2.29: Necht je pro kazdy bod z topologického prostoru (X, 7) dana lokalni baze /3. Potom
jejich sjednoceni U, ¢ x 3, je bazi (X, 7). Naopak, je-li 5 baze (X, 7)az € X, potom 3, := {B €
f | « € B} je lokalni bazi v x.

Diikaz. Vyplyva okamzité z prislusnych definic a je pfenechan ¢tenafi jako Cviceni 2.8. [
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Je-li X # () dand mnozina, mizeme zavést na X topologii tak, ze ke kazdému bodu z € X
definujeme neprazdny systém mnozin 3, C 2%, kde kazd4 mnoZina z 3, obsahuje x a navic ma
[, vlastnost:

(VA,B € 3,)(3C € B,)(C C AN B).

Potom je totiz zarucena vlastnost 2. z Véty 2.26 pro systém 3 := U, x 3, (vlastnost 1. plati také),
a proto je [ bazi topologie 75 = {Uy | v C B} a (3, lokalni bazi v = topologického prostoru
(X T8 )

Tento zpusob zavedeni topologie na X predepsanim ,dostate¢né bohatych okoli“ vsech
bodt je velmi casty. Napi. systém intervala /3, z Prikladu 2.28 definuje obvyklou topologii na R.
Dalsi priklady zavedeni topologie pomoci lokalnich bazi najde ¢tenaf ve Cvicenich 2.17 a 2.23.

Definice 2.30 (Vnitiek): Bud (X, 7) topologicky prostor a A C X. Nejvétsi oteviena podmno-
zina A (ve smyslu inkluze) se nazyva vnitrek A a znaci A°, tzn.

A° = U B.

BCA,Ber

Bod x € A° se nazyva vnitini bod A.
Vlastnosti vnittku mnozZiny shrneme v nasledujicim tvrzeni.

Véta 2.31: Necht (X, 7) je topologicky prostor a A, B C X. Potom plati:
1. A°Cc AaA° e,
2. x€ A° & (3H,)(H, C A),
3. AcTm & A=A°,
4. (A°)° = A°,
5. (AN B)° = A°N B°,
6. (AUB)° D A°U B°,
7. AC B= A° C B°.
Poznamka: Rovnost v tvrzeni 6. neplati, viz Cviceni 2.10.

Diikaz Veéty 2.31. Ovéfit vlastnosti 1.-7. je jednoduché cviceni. Ovérime jen tvrzeni 2.-5., zbytek
je obsahem Cviceni 2.9.

2. Je-li x € A°, potom muZeme polozit H, := A° a tvrzeni plati podle 1. Naopak pied-
pokladejme, Ze existuje H, C A. Protoze H, € 7, je okoli H, jednou z mnozin B z definice
vnitrku:

reH,c |J B=A

BCA,Ber
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3.Je-li A € 7,je Ajednou zmnozin B z definice A°, aproto A C A°. A protoze také A° C A,
mame A° = A. Naopak, pokud
A=A= |]J B,
BCA,Ber

je A € 7 podle 3. axiomu z definice topologie.

4. Vyuzijeme-li jiz dokazané tvrzeni 3., plati (A°)° = A°, pravé kdyz A° € 7, coz plati
podle 1.

5. Podle 2. je x € (AN B)°, pravé kdyz existuje H, tak, ze H, C AN B.Neboli H, C Aa
soucasné H, C B. To je opét podle 2. ekvivalentni tvrzeni x € A° a soucasné = € B°, neboli
x e A°N B°. O

Definice 2.32 (Uzavér): Bud (X, 7) topologicky prostor a A C X. Nejmensi uzavfena nad-
mnozina A (ve smyslu inkluze) se nazyva uzavér A a znaci A, tzn.

A= ﬂ C.

AcCC,Cecr

Priklad 2.33: V prostoru X = R? s obvyklou topologii uvazujme mnozinu A = [0, 1) x [0, 1).
Potom A° = (0,1) x (0,1)a A =[0,1] x [0, 1].

Véta 2.34: Necht (X, 7) je topologicky prostor a A, B C X. Potom plati:
1. ACAaAE€cr,
2. A= X\ (X\ A,
3. 1€ A & (VH,)(H,NA#0D),

7. ANBC AN B,
8. AcB=ACB.
Poznamka: Rovnost v tvrzeni 7. neplati, viz Cviceni 2.12.

Diikaz Veéty 2.34. Ovéfime jen tvrzeni 2.,3. a 6., zbytek si ¢tenaf dokaze sam jako Cviceni 2.11.
2. Aplikaci de Morganovych zakont dostaneme

X\A=x\ [ ¢= |J x\cC

ACCé€cr ACCéecr

76



Prejdeme-li k doplinktim, miizeme psat

X\A= |J B=x\4y

X\ADB,Ber

z &ehoz dostavame rovnost A = X \ (X \ A)°.
3. S vyuzitim jiz dokazaného tvrzeni 2. a také negaci tvrzeni 2. z Véty 2.31 dostavame fetézec
ekvivalenci:

r€A e rd (X\A)° & (VH)(H,NAH#D).

6. Mizeme pouzit jiz dokazanou identitu z bodu 2., de Morganovy zakony a tvrzeni 5.
z Véty 2.31. Tak dostaneme

AUB=X\(X\(AUB))’=X\((X\A)N(X\B)"=X\((X\A)°n(X\B))
= (X\(X\A)°)U(X\(X\B)P)=AUB.

O

Definice 2.35 (Hranice): Necht (X, 7) je topologicky prostora A C X. Mnozinu 9A := A\ A°
nazyvame hranici mnoziny A.
Piiklad 2.36: Uvazujme X = R? s obvyklou topologii a A = [0,1) x (0,1]. Potom A =
[0,1] x {0,1} U {0,1} x [0,1] (hranice ¢tverce).

Dalsi priklad ukazuje, ze hranice A nemusi byt zcela intuitivni (ostatné jako i jiné pojmy z
topologie) a mize byt dokonce nadmnozinou A.

Priklad 2.37: Uvazujme X = R s obvyklou topologii a mnozinu racionalnich ¢isel Q C R.
Budeme pottebovat jednu vlastnost Q, totiz Ze pro lib. a < b obsahuje interval (a, b) néjaké
racionalni i iracionalni ¢islo, kterou na tomto misté pfijmeme jako znamy fakt.

Nejprve si uvédomme, ze Q° = (). Kdyby totiz existoval prvek x € Q°, potom by muselo
existovat € > 0, takové, ze B, (e) = (v —¢€,x+€) C Q, coz uvedené tvrzeni vylucuje. Z uvedené
vlastnosti QQ také plyne, Ze v libovolném okoli jakéhokoliv realného ¢isla, lezi néjaké racionalni
éislo, tj. (Vo € R)(Ve > 0)(Iq € Q)(q € B,(¢)). Proto je Q = R. Tudiz 0Q = R\ ) = R,

neboli hranici racionalnich ¢isel jsou ¢isla realna.

Véta 2.38: Necht (X, 7) je topologicky prostor a A, B C X. Potom plati:
1. A= A°U0A = AUDA,
2. 0A =X\ (A°U (X \ 4)°) = AN X \ Aa odtud specialné plyne, ze JA € cr,
3. 0(AUB) C 0AU 0B,
4. 0(ANB) CO0AUOIB.

Poznamka: V tvrzenich 3. a 4. neplati rovnost, viz Cviceni 2.14.
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Diikaz Véty 2.38. Tvrzeni 1. je trivialni. Tvrzeni 3. a 4. si dokaze ctenat jako Cviceni 2.14.
Tvrzeni 2. plyne z definice hranice, tvrzeni 2. Véty 2.34 a de Morganovych zakoni, nebot
mame

0A =T\ A= (X \ (X \A4))\ A = X\ (4°U(X\ 4))
= (X\A)N(X\(X\4)) =X\ AnA

[]

Definice 2.39 (Hromadny bod, derivace, perfektni mnozina): Necht (X, 7) je topologicky pro-
stora A C X.Bod z € X nazveme hromadnym bodem mnoziny A, pravé kdyz (VH,)(A N
(H, \ {z}) # (). MnoZzinu hromadnych bod A nazyvame derivace A a zna¢ime A’. Mnozinu
A nazyvame perfektni, pokud A = A'.

Definice 2.40 (Izolovany bod, izolator, diskrétni mnozina): Necht (X, 7) je topologicky pro-
stora A C X.Bod x € A nazveme izolovanym bodem mnoziny A, pravé kdyZ x neni hromadny
bod A, tzn. (3H,)(H, N A = {z}). Mnozinu izolovanych boda A nazyvame izolator A a zna-
¢ime A'. Mnozinu A nazyvame diskrétni, pokud A = Al

Poznamka: Vsimnéte si, ze hromadny bod A nemusi v mnoziné A leZet, ale izolovany bod A
je vzdy prvek A.

Piiklad 2.41: Uvazujme X = R s obvyklou topologii, A = (0,1) U {2}, B = {1/n | n € N},
aC =N.Potom A’ =[0,1], A'= {2}, B ={0}, B =B,C"=0aC'=N.

Véta 2.42: Necht (X, 7) je topologicky prostor a A C X. Potom plati:

LzeA & e A\{z},
2. A=A UA,
3. ACA e A=A

Diikaz Veéty 2.42. 1. Z definice hromadného bodu a tvrzeni 3. Véty 2.34 plyne
reA & (VH:)(H:\{z})NA#0) & (VH.)(H: " (A\{z}) #0) & v e A\{z}.

2. Z piislugnych definic pfimo plyne, ze A' € A C A a podle z jiz dokazaného tvrzeni 1.
mame také A’ C A. Odtud A’ U A' C A.

Dokazeme opaénou inkluzi A C A’ U Al Necht 2 € A, potom mame (VH,)(H, N A # ().
Pokud je © ¢ A, potom pro lib. H, je (H, \ {z}) N A = H, N A # (), z ¢ehoz plyne x € A'.
Je-li naopak « € A, potom musi byt pravdivy jeden z vyrokt (VH,)((H, \ {z})N A # 0), nebo
(3H,)((H; \ {z}) N A = (), nebot jsou komplementéarni. Prvni oviem znamena, ze © € A'.
Kdezto druhy spolu s predpokladem = € A implikuje z € A'.

3.Je-li A’ C A, plyne z jiz dokézaného A = A’'UA'ainkluze A' C A,7e A C A, coz dokazuje
implikaci A’ C A = A = A. Naopak, plati-li A = A, je opa¢na implikace diisledkem inkluze
A C A O
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V nasledujici definici si zavedeme terminologii, ktera zde pro nas sice nebude mit zasadni
vyznam, ale Casto se s ni v matematice setkate, a proto je dobré pojmim rozumét.

Definice 2.43 (Hustad mnoZina, separabilita): Bud (X, 7) topologicky prostor a A, B C X.
Mnozinu A C B nazveme hustou v mnoziné B, pokud A D B. Mnozina A se nazyva hustd,
je-lihusta v X, tzn. A = X. Prostor (X, 7) se nazyva separabilni, existuje-li v X husta nejvyse
spocetnd mnozZina.

Priklad 2.44: Mnozina racionalnich ¢isel Q je husta v topologickém prostoru R s obvyklou
topologii 7, nebot plati Q = RR. Protoze je Q navic spocetna, je (R, 7) separabilni.

Neékteré vlastnosti, které se mohou jevit jako prirozené, jako je napt. uzavienost jednoprv-
kové mnoziny, uzavienost mnoziny A’, nebo inkluze (A’)’ C A’ neplati v obecném topolo-
gickém prostoru, viz Cviceni 2.15 a 2.18. Podobny problém se tyka nejednoznacnosti limity
posloupnosti v topologickém prostoru, ktery uvidime pozdéji (Pfiklad 2.49). Z téchto dtvodua
dale rozlisujeme topologické prostory pomoci tzv. axiomii oddélitelnosti.

Definice 2.45 (Axiomy oddélitelnosti): Nasledujici vyroky nazyvame axiom oddélitelnosti:

To: (Vo,y € X,o #y)3H,) (y ¢ He) vV (3H,)(x ¢ Hy), (Kolmogorov)
Ti: (Vo,y € X, #y)(3H,, Hy)(y ¢ He N & Hy), (Fréchet)
Ty: (Va,y € X,z # y)(3H,, H,)(H, N H, = 0), (Hausdorff)
Ty (VA€ er)(Va ¢ A)3H,)(3EU > AU € 7)(H, N U = 0), (regularni)
Ty: VA Beer, ANB=0)AU DA Uen)3VDB,Ver)(UNV =0). (normalni)

Dale pouzivame nasledujici nazvoslovi:

V (X, 7) plati axiom 7, < (X, 7) nazyvame Ty-prostor, alternativné Kolmogoriv.
V (X, 7) plati axiom 77 < (X, 7) nazyvame T} -prostor, alternativné Frechétiv.
V (X, 7) plati axiom T, < (X, 7) nazyvame T,-prostor, alternativné Hausdorffiv.
V (X, 7) plati axiom T3 < (X, 7) nazyvame regularni.
V (X, 7) plati axiom Ty < (X, 7) nazyvame normalni.
V (X, 7) plati axiomy 77 a T3 < (X, 7) nazyvame T3-prostor.
V (X, 7) plati axiomy T} a Ty < (X, 7) nazyvame Ty-prostor.

Poznamka: Tedy (X, 7) je T;-prostor, plati-li v ném axiom T; a navic v piipadé, ze i € {3,4},
jesté pozadujeme platnost axiomu 7;. Potom je kazdy 7;-prostor také 7;_;-prostor. Naopak pro
kazdéi € {1,2, 3,4} existuji topologické prostory,v nichz plati axiom 7;_, ale neplati axiom 73,
viz Cviceni 2.19-2.23.

Fréchetovy prostory jsou charakterizovany tim, Ze jsou to pravé takové topologické pro-
story, v nichZ jsou singletony uzaviené mnoziny. Charakterizaci regularnich prostortt uvadi
Cviceni 2.25.
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Véta 2.46: Topologicky prostor (X, 7) je Fréchetav, pravé kdyz (Vo € X)({z} € c7).

Dilkaz. Je-li | X| = 1, pak je tvrzeni trivialni. Pfedpokladejme dale, ze | X | > 2.

Implikace (=): Bud # € X. Ukazeme, ze X \ {z} je oteviena. Vezméme y € X \ {z}.
Protoze x # y, plyne z axiomu 17, ze (3H,)(z ¢ H,). Neboli H, C X \ {z}. Z toho plyne
X\ {z} er.

Implikace (<=): Necht z,y € X, x # y. Protoze y € X \ {z} a X \ {z} je podle pfedpokladu
oteviena, existuje H, takové, ze H, C X \ {z}, coz znamena © ¢ H,. Podobny argument
aplikovany na X \ {y} implikuje existenci H, s vlastnostiy ¢ H,. O

Véta 2.47: Necht (X, 7) je Fréchetav topologicky prostor a A C X. Potom plati:
1. A’ € er,

2. (A) CA.

Poznamka: V 2. tvrzeni neplati rovnost, viz Cviceni 2.27. Pfedpoklad véty nelze zeslabit na
Kolmogoruv topologicky prostor, viz Cviceni 2.17.

Driikaz Veéty 2.47. Vyuzijeme fakt, Ze ve Fréchetové prostoru je mnozina H, \ {x} oteviena pro
lib. z € X. To plyne z toho, ze H,\{z} = (X \ {z})NH, a X \{z} je oteviena podle Véty 2.46.

K diikazu tvrzeni 1., ukazeme implikaci v ¢ A’ = z ¢ A’. Kdyzx ¢ A’, IH, takové, ze
(H, \ {z}) N A = (). Mohou nastat dvé moznosti: bud H, N A = (), nebo H, N A = {z}. Je-li
H,NA=(,potomx ¢ A, aproto také z ¢ A’, nebot A’ C A, coz plyne z tvrzeni 2. Véty 2.42.

Uvazujme dale variantu H, N A = {x}. Pro spor piedpokladejme, ze x € A’. Potom H, N
A" # (). Protoze podle piedpokladu x ¢ A, je také (H, \ {z}) N A’ # (). Jinymi slovy Jy € A’
ay € H, \ {z}.Protoze H, \ {z} € T (zde pouzivame pozorovani udélané na zacatku dikazu),
je mnozina H, \ {z} =: H, okolim y. Z toho, ze H, N A = {z}, ale vyplyva H,N A = (), coz
znamena, 7e y ¢ A’ a to je spor (s pfedchozim y € A’).

K dtikazu inkluze (A’)" C A’ pouzijeme jiz dokazané A’ = A’ a tvrzeni 2. Véty 2.42. Potom
totiz

(AY C(A) U(A) =T = A

V topologickém prostoru mizeme také zavést pojem limita posloupnosti.

Definice 2.48 (Konvergence posloupnosti, limita): Bud (X, 7) topologicky prostor a {x, }> ;
posloupnost z X. Rekneme, 7e posloupnost {x,, }°° , konverguje, existuje-li € X takové, ze

(VH,)(3ng € N)(VYn > ng)(z, € H,).

Bod x nazyvame limitou posloupnosti {x,, }°° , a zna¢ime x,, — .

Poznamka: V definici limity posloupnosti lze misto vSech okoli H, uvazovat jen mnoziny
néjaké lokalni baze v z, tzn., Ze x,, — x, pravé kdyz existuje /3, lokalni baze v x tak, ze

(VB € B;)(3ng € N)(Vn > ng)(z, € B),

(ovérte).
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Priklad 2.49: Uvazujme X = [0, 1] s topologii
Tein = 0U{[0,1] \ F | F C [0,1] kone¢na}

(doplniky do koneénych mnozin). Je jednoduché ovéfit, ze (X, 7:,) je topologicky prostor. Vez-
méme libovolnou prostou posloupnost {x,}>°, z [0, 1], tzn. x,, # x,, pokud m # n. Potom
kazda neprazdna mnozina z 7y;, obsahuje {x,, }7°; az na kone¢ny pocet vyjimek. Z toho plyne,
ze kazdy bod z [0, 1] je limitou posloupnosti {z,, }°° ;.

Predchozi priklad ukazuje, Ze limita posloupnosti v topologickém prostoru nemusi byt ur-

cena jednoznac¢né. V Hausdorffové topologickém prostoru uz takova situace nastat nemize.
Véta 2.50: V Hausdorffové prostoru ma kazda posloupnost nejvyse jednu limitu.
Diikaz. Pro spor piedpokladejme, ze posloupnost {x,}> ; z Hausdorffova prostoru (X, 7) ma
dvé ruzné limity 2" a 2”. Protoze 2’ # z”, axiom T3 implikuje existenci okoli H,» a H,» takovych,
Ze chl N Ha;// = @

Protoze x,, — «’ a také x,, — z”, existuji podle definice limity ny,ny € N takové, ze

(Vn>ny)(z, € Hy) a (VYn>ng)(x, € Hyn).

Odtud plyne, ze pro kazdé n > max(ny,ny) je z, € Hy N Hyr, coz je ve sporu s tim, Ze
H, N Hy = 0. O
Piiklad 2.51: UvaZujme mnozinu rozsifenych realnych ¢isel X = R := R U {#o0} s obvykle
definovanym usporadanim, kde specialné plati a < +o0a b > —oo, Va,b € R. Na R mizeme
zavést topologii pomoci lokalni baze v kazdém bodé:

{(zx—exz+€|e>0}, jelizeR,
Bo = { {(K,00] | K € R}, je-li x = 400,
{[=00,K) | K € R}, je-li x = —o0.

Potom topologicka definice limity posloupnosti {x,,}22; C R splyva s obvyklou definici, tzn.

T, xR & (Ye>0)(Ing € N)(Vn > ng)(|x, — | <e¢)

T, = +oo < (VK € R)(Ing € N)(Vn > ng)(z, > K),
T, = —00 & (YK €R)(3ng € N)(Vn > ng)(z, < K).

Pripomenme, ze kazdy metricky prostor je i prostor topologicky s topologii indukovanou
metrikou. V8imnéte si, Ze v metrickém prostoru (X, p) mizeme definici limity posloupnosti
vyjadrit:

T, > < (Ye>0)(3ng € N)(Vn > ng)(p(x,x,) <€)
< lim p(z,z,) =0.

n—oo

V metrickych prostorech Ize topologické vlastnosti jako je vnitfek, uzavér, hranice, derivace
a izolator mnoziny charakterizovat pomoci limity posloupnosti.
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Véta 2.52: Bud (X, p) metricky prostor a A C X. Potom plati:

—_

LxeA° & (W}, € X)(x, = 2= (3ng € N)(Vn > ng)(z, € A)),

2.7€A & (Ha, )2, C Az, — 1),

w

. €dA & (Han o, CA)(xn =) A (Hynto, C XN\ A)(y, — o),

4. xe A & (Hr,}o2, c A\ {z})(z, — ),

5. 1€ Al & (V{2,152 C A)(z, = = (Ing € N)(Vn > ng)(x, = x)).
Diikaz. Dokazeme pouze 1. ekvivalenci. Zbytek dikazu se provede podobné a je pfenechan
Ctenafi jako Cviceni 2.28.

Necht x € A°. Potom Jr > 0 tak, ze B,(r) C A. Je-li {z,}:>, € X az, — x, potom

z definice limity plyne (3ny € N)(Vn > ng)(z, € B,(r) C A).
Naopak pokud = ¢ A°, potom pro kazdé n € N je

Bx(%>m(X\A)7é®.

Zvolme libovolné .
Ty € By (—) N(X\A)
n
pro kazdé n € N. Potom z,, — z a pfitom x,, ¢ A pro kazdé n € N. O

Dalsi véta rika, ze v kazdém metrickém prostoru plati axiom oddélitelnosti 7.

Véta 2.53: Topologicky prostor, jehoz topologie je indukovana metrikou, je normalni.

Ditkaz. Necht (X, 7) je topologicky prostor s topologii indukovanou metrikou p. V dukazu
ovéfime platnost axiomu 7y v (X, 7). Nejprve ale dokazeme nasledujici jednoduché pozorovani.

Lemma 2.54: Bud (X, p) metricky prostor, A= A # () az € X. Potom
dlz,A)=0 & =ze€A.
Zde d(x, A) = d({z}, A) = inf{p(x,y) | y € A}.
Diikaz Lemma 2.54. Implikace (<) je trivialni. UkdZeme opa¢nou implikaci (=). Je-lid(z, A) =

0, potom z definice infima mnoZiny musi existovat posloupnost {y, }>° ; prvka z A takova, ze
Yn — . Z toho plyne podle 2. tvrzeni Véty 2.52, ze x € A = A. [

Méjme nyni A, B € ¢r, AN B = (). Polozme
1
prox € A: 1= gd(x, B) a U, := B,(r.),

1
proye B: r,:= gd(y,A) a V,:=By(ry).
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Podle dokazaného lemma je (Vx € A)(r, > 0), nebot = ¢ B, jinak by AN B # (). Podobné
(Vy € B)(r, > 0). Dale definujme mnoziny

Uv=JU. a V=V
€A yeB
Mnoziny U a V jsou oteviené, protoZe jsou dany sjednocenim otevienych mnozin. Dale také
A C U a B C V.K tomu, aby byla platnost axiomu 7} ovéfena, zbyva ukazat, ze U NV = ().
Pro spor piedpokladejme, ze U NV # (). Potom by musely existovat x € Aay € B tak, ze
U, NV, # 0. Vezméme z € U, N'V,. Potom z definice mnozin U, a V, plyne, ze
plz,z) <ry, a ply,z)<ry,.
Bez Gjmy na obecnosti miizeme piedpokladat, ze r, < r,. Potom s pouzitim trojuhelnikové
nerovnosti dostaneme
3ry = d(z, B) < p(x,y) < plz,2) + p(z,y) <re+ry <21y,
coz implikuje logicky spor 3 < 2. Ol
Nakonec si jesté vysvétlime pojem topologicky podprostor.

Definice 2.55: (Topologicky podprostor) Bud (X, 7) topologicky prostor a Y C X. Dvojici
(Y, Ty), kde
v :={ANY | Aer},

nazyvame topologicky podprostor prostoru (X, 7).
Poznamka: Snadno se ovéfi, ze topologicky podprostor je topologicky prostor (provedte).
Véta 2.56: Necht (Y, 7y) je topologicky podprostor prostoru (X, 7). Potom plati:

1. Becry & (IC ecr)(B=0CNY).

2. H) jeokoliboduy € Y v (Y,7y) & (3H, okoliyv (X,7))(H, = HXNY).
Diikaz. Provedte jako Cviceni 2.30. O
Piiklad 2.57: Uvazujme X = R s obvyklou topologii 7 a Y = (0, 2]. VSimnéte si, ze mnoZina

(0, 1], ktera neni ani oteviena, ani uzaviena v (X, 7), je uzaviena v (Y, 7y ). Podobné je mnozina
(1, 2] oteviena v prostoru (Y, 7y ).

Jesté jednou zdraznime na nasledujicim pfikladu, ze pokud pracujeme s topologickymi
pojmy jako je uzavér, vnitrek, hranice, atd., je tfeba mit vzdy na paméti, jakou topologii uvazu-
jeme.

Piiklad 2.58: Bud X = R? s obvyklou topologii 7 a Y = [0,1] x {0}. UvaZujme mnoZzinu
A = (0,1) x {0}. Potom v topologickém prostoru (X, 7) mame

A° =0, A=10,1]x {0}, 9A=1]0,1] x {0},
kdezto v topologickém prostoru (Y, Tv) plati
A°=(0,1) x {0}, A=10,1] x {0}, 9A={(0,0),(1,0)}.
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2.3 Spojitost

Pojem spojité zobrazeni hraje v matematické analyze dulezitou roli a lze zavést uz na velmi
abstraktni drovni pro zobrazeni mezi dvéma topologickymi prostory.
Definice 2.59 (Spojitost v bodé, spojitost): Bud f : (X, 7x) — (Y, 7y) zobrazeni mezi dvéma
topologickymi prostory (X, 7x) a (Y, 7y). Rekneme, 7e zobrazeni f je spojité v bodé v € X,
praveé kdyz

(VHj@)) 3H:)(f (Hz) C Hy(a))-
Dale zobrazeni f nazveme spojité, je-li f spojité v kazdém bodé x € X.
Poznamka: Spojitost je topologicka vlastnost. Tzn., Ze zavisi na topologiich 7x a 7y na X
a Y. Zduraznéme, ze H, z definice spojitosti je okolim x v topologii 7x a Hy(,) okolim f(z)
v topologii 7y. Ve znaceni tuto skutecnost ale nebudeme specialné vyznacovat. Budeme také
obcas stru¢néji psat f : X — Y je spojité, namisto pfesného [ : (X, 7x) — (Y, 7y) je spojité.
Poznamka: V definici spojitosti f v bodé z lze misto okoli uvazovat jen mnoziny néjakych
lokalnich bazi v bodech x a f(z), tzn., ze f je spojité v x, pravé kdyz existuji lokalni baze 3, a
B(z) v bodech x a f(x) takové, Ze

Na tomto misté je dobré si rozmyslet, ze obvykla ,e—9 definice“ spojitosti funkce f : R — R
v bodé zy:
(Ve > 0)(30 > 0)(Vx € R, |z — zo| < I)(|f(x) — f(z0)] <€)

je specialni pripad uvedené obecné (topologické) definice, kde R uvazujeme s obvyklou topolo-
gii. Zde se rozumi, Ze je f definovana na celém R. Pokud je funkce f definovana jen na néjaké
podmnoziné D; C R, chapeme D jako topologicky podprostor R s obvyklou topologii a ,,e-0
definice“ ma potom podobu

(Ve > 0)(36 > 0)(Va € Dy, | — wo| < 6)(|f () — Flwo)| < €).

Piiklad 2.60: Uvazujme obvyklé topologie a f : [0, 1] U (2, 3] — R definovanou vztahem

T, je-lixz € [0,1],
f(2) = e
xr—1, je-liz € (2,3].

Potom je f spojita funkce.

Odtud dale, pokud nebude topologie na mnozinach R" specifikovana, budeme uvazovat
topologii obvyklou.

Obecnéji nez v predchozi situaci s realnou funkci, avsak docela analogicky je definice spo-
jitosti zobrazeni f : (X, p) — (Y, 0) mezi metrickymi prostory v bodé xy € X ekvivalentni
vyroku

(Ve > 0)(36 > 0)(Ve € X, p(z,20) < 0)(a(f(x), f20)) <),

neboli
(Ve > 0)(36 > 0)(V € By, (9))(f (%) € Biag)(€))-
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Véta 2.61: Budte (X, 7y) a (Y, 7y) topologické prostory a f : (X, 7x) — (Y, 7y). Nasledujici
tvrzeni jsou ekvivalentni:

1. f je spojité.
2. Vzor oteviené mnoziny je oteviena mnozina, tj.

(VA € Ty)(f_l(A) € Tx).

3. Vzor uzaviené mnoziny je uzaviena mnozina, tj.

(VB € cry)(fH(B) € crx).

Diikaz. K diikazu ekvivalence 2. a 3. tvrzeni si sta¢i uvédomit, 7e pro lib. A C Y je f~1(A) U
7YY \ A) = X a ze tento rozklad je disjunktni. Potom uZ sta¢i vyzit toho, Ze oteviené a
uzaviené mnoziny jsou vzajemné komplementarni. Dale ukazeme ekvivalenci 1. a 2. tvrzeni.

Implikace 2. = 1.: Pro lib. zvolené = € X staci polozit A = Hy(,) a tvrzeni 2. potom rika,
ze f~'(Hj()) je oteviena. Navic z definice vzoru je x € f~!(Hy(,)). Proto musi existovat H,
tak, ze H, C f~'(H (), neboli f(H,) C Hy ().

Implikace 1. = 2.: Necht A € 7y. Potom je bud f~'(A) = () a tvrzeni plati trivialné, nebo
f7Y(A) # 0. Pfedpokladejme, ze f~1(A) # () a zvolme z € f~1(A). Potom je f(z) € A € Ty,
a proto (3H(;))(Hy(z) C A). Protoze je navic dle pfedpokladu f spojita v x, musi

(HHx)(f(Hx) - Hf(:v) C A)>

neboli

(3H,)(H, C f1(A)),
a proto je f71(A) € 7x. O
Definice 2.62 (Homeomorfismus, homeomorfni prostory): Zobrazeni f : (X, 7x) — (Y, 7y)

nazveme homeomorfismus, pravé kdy? je f bijekce a f i f~! jsou spojité. Topologické prostory
(X, 7x) a (Y, 7y) nazyvame homeomorfni, existuje-li f : (X, 7x) — (Y, 7y) homeomorfismus.

Poznamka: Byt homeomorfni® je relace ekvivalence na mnoziné topologickych prostort.

Nésledujici piiklad ukazuje, Ze je-li f : (X, 7x) — (Y, 7y') prosté a spojité, f~! nemusi byt
nutné spojité, viz také Cviceni 2.32. Tzn., Ze pozadavek, aby f~! bylo spojité, neni v definici
homeomorfismu nadbytec¢ny.

Priklad 2.63: Uvazujme jesté jednou zobrazeni f z Prikladu 2.60, které je spojité a také prosté.
Inverzni zobrazeni snadno urc¢ime:

_ Y, je-liy € |0, 1],
) = ety e 0]
y+1, je-liy € (1,2].

Ziejmé ale f~! neni spojité.
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Homeomorfismus zachovava topologické vlastnosti, tzn. vlastnosti zavislé jen na zvolené to-
pologii jako je napft. otevienost mnoziny apod. Nasledujici véta je okamzity dasledek Véty 2.61
a prislusnych definic.
Véta 2.64: Necht f : (X, 7x) — (Y, 7y) je homeomorfismus topologickych prostori (X, 7x)
a (Y, 7y). Potom pro kazdé A C X plati:

L. Aerx < f(A) e,

2. Acery & f(A) €cry,

3. f(A°) = (f(A)°, f(A) = f(A) a f(DA) = d(f(A)).
Jiné vlastnosti nez topologické, jako je napf. omezenost mnoziny, homeomorfismus neza-
chovéava, viz Cviceni 2.34.

Definice 2.65 (Ekvivalence metrik, ekvivalence norem): Dvé metriky na mnoziné X # () na-
zveme (topologicky) ekvivalentni, pokud indukuji tutéz topologii na X. Dale dvé normy na li-
nearnim prostoru V' nazveme ekvivalentni, pokud indukuji ekvivalentni metriky na V.

Poznamka: Metriky p a 0 na mnoziné X # () jsou ekvivalentni, pravé kdyz identické zobra-
zeniid : (X, p) — (X, 0) je homeomorfismus.

Véta 2.66: Bud V linearni prostora || - ||; a || - ||2 normy na V. Potom normy || - ||y a || - ||2 jsou
ekvivalentni, pravé kdyz

(3¢,¢ > 0) (Vo € V)(ellzll < [|lzll2 < éffzfl).
Diikaz. Implikace (= ): Pfipomenime, Ze v obecném normovaném prostoru (V|| - ||) plati:
Bo(r) = Co(r) ={y € V| [lz =yl <7}

prolib.x € V ar > 0, viz CviCeni 2.6.
Predpokladejme, Ze jsou normy || ||; a || - ||2 na V' ekvivalentni. Indukuji tedy tutéz topologii
na V. Uvazujme jednotkovou kouli

BM(1) = {yeV||ylh <1}

v prostoru (V|| - ||1). Mnozina Bél)(l) je oteviend v (V.|| - ||1), a proto je podle pfedpokladu
také oteviena v (V|| - ||2). Potom existuje ¢ > 0 takové, ze

B (e)={yeV ||yl <} c B ().

Pfejdeme-li v posledni inkluzi k uzavéram v topologii indukované jak || - ||1, tak || - ||2 (je stejnd),

potom dostavame inkluzi

weV iyl <c Cc{yeV ]|yl <1},

neboli
MyeV)(lyllz<c = |yl <1).
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Pro x = 0 tvrzeni trivialné plati. Pro z # 0 polozme

T
yi=c .
2]l
Potom je ||y||2 = ¢ a podle odvozené implikace
1]
L2yl = e,
]l

neboli
zll2 > cf|z||1,

coz je jedna z nerovnosti, kterou bylo tfeba dokazat. Obdobny postup s prohozenou roli norem

| -]l1a] - |2 dokazuje druhou nerovnost.
Implikace (<=): Dokazeme implikaci

A C Vjeotevienav (V.| - ||2) = Ajeotevienav (V.| -|1).

Opacné implikace se potom opét dokaze analogicky. Ziskana ekvivalence implikuje, Ze normy

|- 1l1al - ||2 indukuji tutéz topologii na V' a jsou proto ekvivalentni.

Pro A = () implikace plati. Necht ) # A C V je oteviena v (V||| - ||2) az € A. Potom

existuje r > 0 tak, zZe
BA(r):={yeV||z—yl. <r}CA

T

Nyni si sta¢i vSimnout, Ze

B (L) = {uev

nebot proy € BY (r/¢) je podle pfedpokladu

T
o=yl < £} < BG)

. T
lz = yllz < ellz =yl <oz =

Celkem tedy mame

x ~ x

c

B (f) c B (r) c A,
a proto je mnozina A oteviena také v (V. || - ||1).

Poznamka: Podobné tvrzeni jako Véta 2.66 neplati pro metriky. Vlastnost

(3c,é> 0)(Va,y € X) (ep(x,y) < o(z,y) < ép(x,y))

se nazyva silna ekvivalence metrik p a 0 na X. Silna ekvivalence metrik implikuje ekvivalenci
metrik, ale ne naopak. Hloubéji se zde touto problematikou nebudeme zabyvat.
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Pfipomenme, ze topologii na R™ ur¢enou Euklidovskou 2-normou jsme oznacovali jako ob-
vyklou. Nasledujici ptiklad ukazuje, Ze vSechny p-normy jsou na R" ekvivalentni. Vsechny tedy
indukuji na R"™ obvyklou topologii. Pozdéji dokonce ukazeme, Ze libovolné dvé normy na ko-
necnédimenzionalnim linearnim prostoru jsou ekvivalentni.

Priklad 2.67: Bud p > 1. Pro lib. x € R" je
p n P
(maxlend) < o < (maxlo )
S0 1EN
i=1

Z toho plyne, ze pro Vx € R", plati

12llee < llllp < V/nll2lloo-

Tedy normy || - ||, a || - || jsou na R ekvivalentni. Protoze je ekvivalence norem skute¢né
relace ekvivalence, specialné je tranzitivni, jsou || - ||, a || - ||,y ekvivalentni na R™ pro libovolné
p,p € [1,00].

Na rozdil od spojitosti zobrazeni k definici stejnomérné spojitosti jiz potfebujeme metriku.
Definice 2.68 (Stejnomérna spojitost): Budte (X, p) a (Y, o) metrické prostory. Zobrazeni f :
(X, p) = (Y, 0) nazveme stejnomérné spojité (na X), pravé kdyz

(Ve > 0)(30 > 0)(Va,y € X, p(x,y) < 0)(a(f(x), f(y)) <€)

Samoziejmé zobrazeni spojité stejnomeérné je také spojité. Spojitost je ale lokalni vlastnosti
zobrazeni f, kdezto stejnomérna spojitost je vlastnost globalni. Mnozina, na které je zobrazeni
definovano/uvazovano hraje dulezitou roli. Rozmyslete si rozdil na nasledujicich jednoduchych
prikladech.

Priklad 2.69: Funkce f: (0,1) = R, f(z) := 1 je spojita, tj. spojita v kazdém bodé intervalu
(0, 1), ale neni spojita stejnomérné.

Priklad 2.70: Funkce f : [0,1] — R, f(z) := 2? je spojita stejnomérné.
Priklad 2.71: Funkce f : [0,00) — R, f(z) := 22 je spojita, ale neni spojita stejnomérné.
Priklad 2.72: Funkce f : R — R, f(z) := sin z je spojita stejnomérné.

Dalsi fundamentalni pojem v analyze je limita zobrazeni.

Definice 2.73 (Limita zobrazeni vzhledem k mnoZiné, limita zobrazeni): Necht f : (X, 7x) —
(Y, 7y ) je zobrazeni mezi topologickymi prostory, ) # A C X a xy hromadny bod A. Rekneme,
ze f ma limituy € Y prox — xy vzhledem k mnoZiné A, pravé kdyz

(VH,)(3Ha) (Ve € (Ha \ {20}) N A)(f(2) € Hy).

Tuto skutecnost zapisujeme

Am f(z) =y.
€A
Je-li specialné A = X, fikame jen, Zze f ma limituy € Y prox — xy a piSeme
lim f(z)=vy.
T—T0
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Poznamka: Vsimnéte si, Ze limitu zobrazeni definujeme pouze v hromadném bodé mnoziny A.

Opét je dobré si uvédomit, Ze specialné pro funkce f : R — R je obecna definice limity
ekvivalentni klasické e-§ definici zndmé z 1. roéniku. Obecnéji pro zobrazeni f : (X, p) —
(Y, o) mezi metrickymi prostory ma e—0 definice limity

Am f(r) =y
€A

tvar
(Ve > 0)(30 > 0)(Vz € A,0 < p(z,20) < I)(o(f(x),y) < e).
Véta 2.74: Bud f : (X,7x) — (Y,7y) a o hromadny bod X. Potom je f spojité v bodé z,
pravé kdyz
lim f(z) = f(xo).

T—T0

Diikaz. Plyne okamzité z prislusnych definic. [

Limitu zobrazeni a limitu posloupnosti dava v metrickych prostorech do souvislosti Heineho
véta.

Véta 2.75 (Heine): Budte (X, p), (Y, 0) metrické prostory, f : (X,p) — (Y,0),0 # A C X,
x9 € A'ay € Y. Potom
lim f(z) =y,

T—IQ
T€EA

praveé kdyz
(il C ANz (@0 = 20 = f(za) = ).

Diikaz. Implikace (=): Pfedpokladejme, ze

Am f(z) =y
zeA

auvazujme {z,}°°, C A\ {zo} takovou, Ze z,, — . Zvolme € > 0. Z pfedpokladu plyne, Ze

(35 > 0)(¥x € A\ {zo}, plr, 7o) < )(o(f(x),y) < €).

Protoze z,, = xo, musi

(Ing € N)(Vn > no)(p(xn, zo) < ),

a proto je také
(‘v’n > n0)<0(f(xn)vy) < 6)'

Celkem tedy dostavame
(Ve > 0)(Ino € N)(Vn = no)(o(f(zn),y) <e),

coz znamena, ze f(z,) — y.
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Implikace (< ): Pfredpokladejme naopak, ze neplati

lim f(x)=y.

T—xQ
z€EA

Potom
(e > 0)(Vo > 0)(3x € A\ {zo})(p(z,20) <& N o(f(x),y) >€).

Volime-li postupné v poslednim vyroku ¢ := 1/n, kde n € N, zkonstruujeme tak posloupnost
bodt z,, € A\ {zo} s vlastnostmi

o) < a olf(an)y) >

pro kazdé n € N. Prvni vlastnost znamena, ze z,, — xy a druha implikuje, Ze neni pravda, ze
f(z,) — vy O

2.4 Kompaktnost

Definice 2.76 (Oteviené pokryti, podpokryti): Bud (X, 7) topologicky prostor. Systém otevie-
nych mnozin /Y C 7 nazveme otevrené pokryti X, prave kdyz

Ju=x

Ueu
Systém U’ C 7 nazveme podpokryti U, pravé kdyzU' C U ald’ je oteviené pokryti X.
Piiklad 2.77: Systtm U = {(—n,n) | n € N} je oteviené pokryti R s obvyklou topologii.
Systém {(—2n,2n) | n € N} je podpokryti U, kdezto systém {(—n,n + 1) | n € N} neni
podpokryti U.
Definice 2.78 (Kompaktni prostor, kompaktni mnozina): Topologicky prostor (X, 7) nazveme
kompaktni, pokud kazdé oteviené pokryti X ma konecné podpokryti, tzn.

(VU oteviené pokryti X)(In € N,3U,...U, € U) (U Ui D X) :
i=1
Mnozinu ) # A C X nazveme kompakini, je-li (A, 74) kompaktni jakoZzto topologicky pod-
prostor (X, 7). Prazdnou mnozinu také fadime mezi kompaktni mnoziny.

Poznamka: Rozmyslete si, Ze z predchozi definice vyplyva, Zze podmnozina A topologického
prostoru (X, 7) je kompaktni, pravé kdyz

(V{Ua}acr C7) (A C U Ua> (In e N)(Jay, ..., € 1) (A C OU%).

ael =1
Priklad 2.79: Z definice ihned plyne, ze kazda kone¢na mnozina je kompaktni. Dalsi priklad
kompaktni mnoziny v R (s obvyklou topologii) je uzavieny interval [a,b], kde —c0 < a <
b < o0. Obecnéji uzavieny n-interval X7, [a;,b;] = {z € R" | (Vi € n)(a; < z; < b))} je
kompaktni podmnozina R". Diikaz tohoto tvrzeni ale neni trivialni a dokazeme si ho az pozdéji.
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Piiklad 2.80: Prostor R neni kompaktni, nebot napf. z otevieného pokryti {(—n,n) | n € N}
nelze vybrat kone¢né podpokryti R. Podobné interval (0, 1] neni kompaktni mnozina, protoze
z otevieného pokryti {(1/n,1] | n € N} intervalu (0, 1] nelze vybrat kone¢né podpokryti.

Nejprve si dokazeme nékolik obecnych vlastnosti kompaktnich mnozin. Za¢neme s tim, zZe
uzaviena podmnozina kompaktniho prostoru je kompaktni.

Véta 2.81: Bud (X, 7) kompaktni topologicky prostor a A C X uzavfena. Potom A je kom-
paktni.

Diikaz. Necht U je oteviené pokryti A. Potom U U {X \ A} je oteviené pokryti kompaktniho
prostoru X, a proto z néj lze vybrat kone¢né podpokryti X. Tzn., ze FU" C U konelné takové,
zeU' U{X \ A} je oteviené pokryti X. Tedy U’ je kone¢né podpokryti i/ mnoziny A. O

Véta 2.82: Necht (X, 7) je Hausdorffav prostor a A C X kompaktni. Potom je A uzaviena.
Poznamka: Predpoklad, ze (X, 7) je Hausdorffuv, je podstatny. Piiklad ilustrujici neplatnost
véty v T1-prostorech ukazuje Cviceni 2.36.
Ditkaz Véty 2.82. Necht A je kompaktni. UkaZeme, 7e X \ A je oteviend. Pro A = X je tvrzeni
trivialni.

Necht A # X az € X \ A. Potom axiom 75 implikuje

(Vy € A)BHY, H,)(HY 1 H, = 0),

kde HY oznacuje okoli z, které oviem zavisi na y € A. Systém {H, | y € A} je oteviené
pokryti A, nebot

Ac A,

yeA

Jelikoz je A kompaktni, existuje n € N a body y1, ...y, € A tak, ze {H,
pokryti A. Navic mame

... Hy } je oteviené

(Vi € n)(HY) N H,, = 0).
Oznacme .
H, = H.
i=1
Potom H, je okoli x takové, Ze
(Vi e n)(H, N Hy, = 0).

Navic

=1 =1

neboli H, C X \ A. O

Nasleduje ekvivalentni charakteristika kompaktnosti.
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Véta 2.83: Topologicky prostor (X, 7) je kompaktni, pravé kdyz kazdy systém uzavrenych
mnozin z X, jehoz libovolny kone¢ny podsystém ma neprazdny prunik, ma neprazdny prinik,
tzn.

(VT C er) ((wr C 7T konetné ) (ﬂf% @) - 7T+ @) |

Ditkaz. Dokazeme ekvivalenci pro vétu obménénou: (X, 7) je kompaktni, pravé kdyz
(VT Cer) (ﬂT: 0 = (3F C T konetné ) (ﬂ]: = @)) :

Ozna¢me si mnoziny systému 7 = {A, }aer, kde I # ) je indexova mnozina a B, := X \ A,.
Podle de Morganovych zakont je

N4.=X\|JB.=0 « Xxcl|JB.
acl acl a€cl
Je-li X kompaktni, potom 3n € Na day,...q, € I tak, ze
X c | JBa,
i=1

coz je ekvivalentni
n
() 4a, =0.
i=1

Opacnou implikaci dokazeme obdobné. []

Dusledek 2.84 (Cantor): Bud (X, 7) kompaktni topologicky prostor, {4, }°; posloupnost
uzavrenych neprazdnych mnozin z X takova, ze A, 11 C A, pro kazdé n € N. Potom

() An # 0.
n=1

Diikaz. Bud F C N koneé¢na. Protoze (Vn € N)(A4,+1 C A,) je

m An :Amax}' 7é®

neF
podle predpokladu. Aplikace Véty 2.83 nyni implikuje tvrzeni. O

Nasim dalsim cilem je tzv. sekvencni kompaktnost. Dulezitou roli budou hrat posloupnosti,
které obsahuji konvergentni podposloupnost. My se ale nejprve na chvili zastavime u obecnéj-
$iho pojmu hromadna hodnota posloupnosti.

Definice 2.85: (Hromadna hodnota posloupnosti) Bud (X, 7) topologicky prostor a {z,}>
posloupnost v X. Bod # € X nazveme hromadnd hodnota posloupnosti {z, }5° |, pravé kdyz
kazdé okoli = obsahuje nekone¢né mnoho ¢lent posloupnosti {z,,}°° ;.
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Poznamka: Pozor na rozdil mezi pojmy hromadna hodnota posloupnosti {z,, }>° ; a hromadny
bod mnoziny U° , {x,, }. Napf. posloupnost s ¢leny z,, = (—1)" ma v R dvé hromadné hodnoty
+1, kdezto U2 {z,} = {—1,1} je mnoZina dvou izolovanych bodu.

Véta 2.86: V kompaktnim prostoru (X, 7) méa kazda posloupnost hromadnou hodnotu.

Ditkaz. Bud {z,}>° | posloupnost v X. Definujme

B, = U{xk}

k>n

aA,: =B, pro kazdé n € N. Ztejmé B,, # () a B,.1 C B, pro kazdé n € N, a proto také
A, #0aA, CA,prokazdén € N. Potom podle Dtsledku 2.84 je

Ao
n=1

Ukazeme, Ze libovolny bod
T E ﬂ A,
n=1
je hromadna hodnota posloupnosti {z,}5° ;. Bud H, libovolné okoli z. Protoze
(Vn e N)(z € A,)

je z definice uzavéru

(Vn € N)(H, N B, # 0).

Z posledniho plyne, ze H, musi obsahovat nekone¢né mnoho ¢lent posloupnosti {x,, }°° ,, jinak
by muselo existovat ng € N takové, ze (Yn > ng)(H, N B, = 0). O

Véta 2.87: V kompaktnim Hausdorffové prostoru je posloupnost konvergentni, pravé kdyz ma
pravé jednu hromadnou hodnotu.

Poznamka: Predpoklad kompaktnosti X je podstatny pro platnost implikace:
{z,}>°, ma pravé jednu hromadnou hodnotu = {xz,}°°, konverguje,

jak ukazuje jednoduchy priklad posloupnosti

1/n, je-li n liché,
Ty =
n, je-li n sudé,

v R s obvyklou topologii.
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Diikaz Véty 2.87. Pokud z,, — x, plyne okamzité z definice limity, Ze x je hromadna hodnota
{z,}°° ;. Stadi proto ukazat, ze x je jedinou hromadnou hodnotou posloupnosti {z,,}°° ;. Uva-
zujme libovolny y € X, y # x. Potom axiom 75 implikuje

(3H,, H,)(H, N H, = 0).

Protoze H, obsahuje vSechny ¢leny {z,}2°, aZ na kone¢né mnoho vyjimek, maze H, obsa-
hovat pouze kone¢né mnoho ¢élent {z,}> |, a proto y neni hromadna hodnota posloupnosti
{zn}ois-

Predpokladejme naopak, ze {x,}>° | nekonverguje. Z Véty 2.86 plyne, ze {z,}°° ; ma ale-
spoii jednu hromadnou hodnotu. Ozna¢me ji x. ProtoZe = neni limitou posloupnosti {x,, }°° ,,
existuje H, tak, ze doplnék X \ H, obsahuje jesté nekoneéné mnoho ¢lenti posloupnosti {z, }°° ;.
Mnozina X \ H, je uzaviena podmnozina kompaktniho prostoru X, a proto je podle Véty 2.81
také kompaktni. A tedy podle Véty 2.86 musi mit posloupnost {z,}>° ; hromadnou hodnotu
v mnoziné X \ H,. Celkem tedy ma posloupnost {x,,}°° , alespont dvé hromadné hodnoty. [

Zamysleme se nyni kratce nad rozdilem pojmi:
1. Posloupnost {z,}> ; ma hromadnou hodnotu.
2. Posloupnost {x,, }2° ; ma konvergentni podposloupnost.

V obecnych topologickych prostorech nejsou vyroky 1. a 2. ekvivalentni. Plati pouze implikace
2. = 1. (dokazte). Neplatnost opac¢né implikace ukazuje Cviceni 2.39. Nicméné v metrickych
prostorech uz tvrzeni 1. a 2. ekvivalentni jsou.

Véta 2.88: Bud {z,}°°, posloupnost v metrickém prostoru (X, p). Potom {z, }°°, ma hro-
madnou hodnotu, pravé kdyz {z, }5° ; ma konvergentni podposloupnost.

Diikaz. Vzhledem k diskuzi vyse sta¢i ukazat jednu implikaci. Predpokladejme, ze {z,}>
mé hromadnou hodnotu © € X. Jelikoz pro kazdé ¢ > 0 obsahuje okoli B,(¢) nekonecné
mnoho ¢lent posloupnosti {z, }>° |, 1ze konvergentni podposloupnost {z,, }>°  konstruovat in-
duktivné. V prvnim kroku vybereme libovolné =, € B,(1) a v n-tém zy, € B,(1/n) pro
néjaké k,, > k,,_;. Takto muzZeme postupovat pro kazdé n > 2 a vybereme tak podposloupnost
{xk, 152, jejiz ¢cleny spliuji

(¥n € N) (p(x, ) < %) .

Odtud plyne x;, — x. []

Definice 2.89 (Sekven¢né kompaktni prostor): Topologicky prostor (X, 7) nazveme sekvencné
kompaktni, pokud kazda posloupnost v X ma konvergentni podposloupnost.

V obecnych topologickych prostorech neni kompaktni prostor sekven¢né kompaktni a ne-
plati ani opacna implikace. Ukazat priklady topologickych prostort, které jsou kompaktni, ale
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ne sekvenc¢né kompaktni a naopak, které jsou sekvenéné kompaktni, ale ne kompaktni, uz vy-
zaduje hlubsi znalosti z obecné topologie, které jsou nad ramec tohoto kurzu. Ctenaf je miize
najit napt. v knize [25].

Nasim cilem bude ukazat, ze v metrickych prostorech jiz kompaktnost a sekven¢ni kompakt-
nost znamena totéz. Tato véta ma v matematické analyze hluboky vyznam.

Véta 2.90: Metricky prostor (X, p) je kompaktni, pravé kdyz je sekven¢né kompaktni.

Ditkaz. Predpokladejme, Ze (X, p) je kompaktni. Podle Véty 2.86, ma kazda posloupnost v X
hromadnou hodnotu, coz v metrickém prostoru znamena, ze kazda posloupnost ma konver-
gentni podposloupnost, viz Véta 2.88.

Pujde tedy zejména o to, dokazat opacnou implikaci. To provedeme prostfednictvim dvou
pomocnych tvrzeni.

Lemma 2.91 (Lebesgue): Bud (X, p) sekvenéné kompaktni metricky prostor a {U, },cs ote-
viené pokryti X. Potom existuje € > ( takové, ze kazda e-koule je obsazena alespon v jedné
z pokryvajicich mnozin U, tj.

(e > 0)(Vz € X)(3a € I)(B.(€) C U,).
Diikaz Lemma 2.91. Dukaz provedeme sporem. Predpokladejme, ze
(Ve > 0)(Fz € X)(Va € I)(B.(€) ¢ Uy).
Volime-li € = 1/n, kde n € N, dostaneme tak posloupnost {x,, }°° |, pro jeji ¢leny plati
(Va € I)(Vn € N)(B,,(1/n) & U,). (16)

JelikozZ je (X, p) sekvenéné kompaktni, posloupnost {z,, }°° ; ma konvergentni podposloup-
nost {xy, }°° |, jejiz limitu ozna¢me x. Protoze {U, }qcs je oteviené pokryti X, (o € I)(x €
Uay ). Mnozina U, je oteviena, a proto

(Fr > 0)(Bx(r) C U,,)-
Z toho, ze xy, — x, plyne
(Fno € N)(Vn > ng)(p(z, zx,) < 1/2).

Bez Ujmy na obecnosti mizeme také predpokladat, ze n je dost velké, aby platilo

(¥n > no) (% < g)

Z poslednich dvou vlastnosti plyne inkluze B,, (1/k,) C B.(r) pro kazdé n > n, nebot je-li
y € By, (1/ky), potom

1 r
ply,2) < p(y, wr,) + P, @) < —+5 <,
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a proto y € B,(r). Odtud vidime, zZe
(Vn > np) (Ba,, (1/ky) C By(r) C Us,) -

Celkem jsme tedy nasli oy € I aindex m € N, napt. m := k,,, takové, ze B, (1/m) C Us,,,
coz je spor s (16). ]

Lemma 2.92 (Borel): Bud (X, p) sekven¢né kompaktni metricky prostor. Potom je X tzv. to-
talné omezeny, tj.

(Ve > 0)(3n € N)(3zy, ..., x,) (X C OBxl(e)> :

Diikaz Lemma 2.92. Bud € > 0. Zvolme libovolné z; € X. Je-li X \ By, (¢) # 0, zvolime opét
libovolné x5 € X \ By, (€).Je-1li X \ (B, (€) U By, (€)) # 0, zvolime x3 € X \ (B, (€) U By, (€)),

atd. Tato procedura musi po kone¢né mnoha krocich skoncit, tj.
(3n € N) (X \|JBai(e) = @> )
i=1

z ¢ehoz vyplyva tvrzeni lemma. Kdyby totiz procedura neskonéila po kone¢né mnoha krocich,
zkonstruovali bychom tak posloupnost {z,,}°°; jejiz dva libovolné ¢leny s riznym indexem
jsou od sebe vzdaleny alespon o e, tj.

(Vm,n € Nym # n)(p(Tm, xn) > €).

Takova posloupnost nemtize mit konvergentni podposloupnost (dokazte), coZ je spor se sek-
vencni kompaktnosti X. [

Nyni mtuzeme dokazat implikaci:
(X, p) sekvenéné kompaktni = (X, p) kompaktni.
Uvazujme oteviené pokryti {U, } 1 sekvenéné kompaktniho prostoru (X, p). Podle Lemma 2.91
(e > 0)(Vz € X)(Fa € I)(B.(e) C Uy,).
Navic podle Lemma 2.92
(In e N)Tzy, ..., ) (X clU Bxi(e)> .
i=1
Oznacime-li tedy oy, ... a,, € I ty indexy, pro které plati, ze
(Vi € ) (B, (€) C Uny),

je systém {U,,, ..., U,, } kone¢né podpokryti {U, }cr prostoru X. O
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Vsimnéte si, Ze z Lemma 2.92 a pravé dokazané Véty 2.90 vyplyva, ze kompaktni podmno-
zina metrického prostoru musi byt omezena (dokonce totalné omezena). Pfipomeneme-li jesté
Vétu 2.82 dostavame nasledujici tvrzeni.

Véta 2.93: Bud (X, p) metricky prostor a A C X kompaktni. Potom A je omezena a uzaviena.

Poznamka: Opacna implikace neplati a to ani pokud omezenost nahradime totalni omeze-
nosti, viz Cviceni 2.42. Ukazuje se, Zze misto uzavienosti, zde klicovou ulohu hraje tzv. tplnost,
o které bude fe¢ az v nasledujici kapitole, viz Véta 2.116. Pokud se ovsem omezime na konec-
nédimenzionalni normované prostory, jsou kompaktni mnoziny pravé ty soucasné omezené
a uzavrené, viz Véta 2.104.

V dalsi ¢asti budeme studovat, jaké dusledky ma kompaktnost pro spojita zobrazeni.
Véta2.94: Bud [ : (X, 7x) — (Y, 7y) spojité a (X, 7y ) kompaktni. Potom je f(X) kompaktni.

Diikaz. Bud {U,}qcr oteviené pokryti f(X). Podle Véty 2.61 jsou vzory f~!(U,,) oteviené pro
kazdé a € I. Dale z inkluze

F(X) c |JUa

acl
plyne
X c|Jrwa).

ael

Tedy {f~1(Uq,) }acs je oteviené pokryti X. ProtoZe je X kompaktni, existuje kone¢né podpo-
kryti, tzn. 3n € Na Jay, ..., a, € I tak, ze

X clJrwn)
=1

neboli .
F(Xx) c|JUa,.
i=1
To znamena, ze {U,,, ..., U,, } je koneéné podpokryti {U, }ncs prostoru f(X). O

Jednoduché avsak velmi zasadni pozorovani je nasledujici véta. Pripomenme, ze R uvazu-
jeme s obvyklou topologii, neni-li fe¢eno jinak.
Véta 2.95: Bud f spojitd redlnd funkce na kompaktnim prostoru (X, 7), tedy f : X — R.
Potom f nabyva svého infima a suprema na X, tzn.

(Elxminu Tmax € X) (f(xm1n> = inf f(ill') a f(xmax> = sup f(l')) .
r€X zeX
Diikaz. Podle Véty 2.94 je f(X) C R kompaktni. Z Véty 2.93 vime, ze f(X) je omezena a uza-
viena. Nyni si sta¢i uvédomit, Ze pro libovolnou omezenou a uzavienou mnozinu A C R plyne
z definice infima a suprema, ze inf A € Aasup A € A Pro A = f(X) tak dostaneme tvrzeni
véty. [
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Spojitost a stejnomérna spojitost jsou na kompaktnich metrickych prostorech totozné po-
jmy.
Véta 2.96 (Cantor): Bud f : (X,p) — (Y,0) spojité zobrazeni mezi metrickymi prostory
a (X, p) kompaktni. Potom f je spojité stejnomérné.

Diikaz. Je tieba dokazat, Ze

(Ve > 0)(30 > 0)(Va,y € X, p(x,y) < 0)(a(f(x), f(y)) <€)

Dutkaz provedeme sporem. Tedy predpokladejme

(Fe > 0)(Vo > 0)(Fz,y € X, p(z,y) < 0)(a(f(2), [(y)) = €).

Polozime-li 6 = 1/n, kde n € N, dostaneme tak posloupnosti {z,}>° ; a {y,}>2, takové, ze

e N) (plowm) <5 A ol Sm) 2 <),

Jelikoz je X kompaktni, Véta 2.90 implikuje, ze {x,}°2; ma konvergentni podposloupnost
{zk, }5°, jejiz limitu si ozna¢me z. Vlastnost (Vn € N)(p(zn,y,) < 1/n) implikuje, Ze také
Yk, — . Ze spojitosti f potom dostaneme, ze f(xy,) — f(x)a f(yx,) — f(2), coZ je ve sporu
s vlastnosti

(Vn € N) (o(f (@, ), [ (Yra)) =€)
[]

Cilem posledni ¢asti vykladu vénovanému kompaktnosti bude ukazat, Ze na konecnédimen-
zionalnim normovaném prostoru je mnozina kompaktni, pravé kdyz je omezena a uzaviena. Du-
lezitou ingredienci pro odvozeni této véty je kompaktnost uzavieného n-intervalu x!_,[a;, b;].
Jako prvni krok si dokaZeme, Ze uzavieny interval [a, b] je kompaktni mnoZina v R. Tato véta se
nékdy téz oznacuje jako Heineova-Borelova, my si ale toto oznaceni nechame pro vétu mno-
hem obecné;jsi.

Lemma 2.97: Necht a,b € R, a < b. Potom [a, b] je kompaktni podmnoZina R.

Ditkaz. Necht U je oteviené pokryti [a, b]. Ukdzeme, Ze U ma konec¢né podpokryti.
Definujme mnoziny

S :={z € [a,b] | interval [a, x] je pokryt kone¢né mnoha mnozinami z I/ }.

Jisté a € S, nebot mnozina {a} je pokryta jedinou mnozinou z U, a tedy S # (). Oznaime
s :=supS. Ziejmé a < s < b. Ukazeme, 7ze s € S a s = b, z ¢ehoz uz bude plynout existence
kone¢ného podpokryti I/ intervalu [a, b].

Bod s musi byt pokryt néjakou mnozinou V' € U. Protoze je V' oteviena, existuje ¢ > 0
tak, 7e (s — €, s + €) C V.Bod s — € neni horni zavora S, a proto musi existovat y € (s — ¢, s]
takové, ze y € S. Tzn., Ze interval [a, y] je pokryt kone¢né mnoha mnozinami z ¢. Oznaéme si
jeUy, ..., U,.
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Uvazujme libovolné z € [a, b] takové, 7ze y < z < s + €. Potom
la,z] Cla,y]U(s—€,s+¢e)CUU---UU, UV

Tzn., ze [a, z] je pokryt kone¢né mnoha mnozinami z U, neboli z € S. Z toho specialné vyplyva,
ze s € S ataké, ze s = b, jinak by s nebyla horni zavora S. [

Abychom zobecnili predchozi vétu do prostoru R", musime nejprve zavést tzv. produktovou
topologii na kartézském soucinu kone¢né mnoha topologickych prostort. Tuto topologii lze
zavést i na kartézském soucinu nekonec¢né mnoha topologickych prostort. V nasem vykladu to
ale nebudeme potrebovat.

Definice 2.98 (Produktova topologie): Budte n € Na (X;,7),...,(X,, 7,) topologické pro-
story. Produktova topologie 71 @ --- ® 7, na kartézském soucinu mnozin X; x --- X X, je
topologie urcena bazi

{A; x - xA, |AL€n,..., A, €Tn}.
Poznamka: Korektnost definice produktové topologie, tedy Ze systém {A; x --- X A, | A; €
Ty ..., An € T,} skuteéné urcuje topologii na X; x - -+ x X, plyne z Véty 2.26 (ovéfte).

Neni-li feceno jinak uvazujeme na kartézském soucinu kone¢né mnoha topologickych pro-
stort topologii produktovou. Prostor R” lze chapat jako kartézsky soucin n kopii R. Obvykla
topologie na R™ indukovana euklidovskou metrikou a produktova topologie urcena obvyklou
topologii na R jsou totozné, viz Cviceni 2.46. Nasledujici tvrzeni je specialni pfipad tzv. Tycho-
novovy véty, ktera plati i pro nekonecny kartézsky soucin topologickych prostoru.

Véta 2.99 (Tychonov): Kartézsky soucin kone¢né mnoha kompaktnich topologickych prostora
je kompaktni prostor.

Diikaz. Dukaz staci provést pro dva kompaktni prostory (X, 7x) a (Y, 7y). Tvrzeni pro libo-
volny kone¢ny pocet prostort pak dokazeme indukci (rozmyslete).
Budeme potfebovat jedno pomocné tvrzeni, tzv. tubularni lemma.

Lemma 2.100: Budte (X, 7x), (Y, 7y ) topologické prostory, K C Y kompaktniaU C X xY
oteviena. Potom je mnozina

Vi={reX|{z} x KCU}
oteviena v X.
Diikaz Lemma 2.100. Necht x € V. Protoze je U oteviena, mame
(Vy € K)(3A, € 7x, B, € 7v)((z,y) € A, x B, C U).
Systém {B, | y € K} je oteviené pokryti kompaktni mnoziny K, a proto
(GneN)3y1,...,yn € K) (K C B, U---UB,,).

Oznacéme

H,=A,N---NA

Y1 Yn
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Ziejmé v € H, € 7x. Dale je také

n

H, x K | J(H, x B,,) C | J(4, x B,) C U,

i=1 i=1

atedy H, C V.Dokazali jsme, Ze libovolny bod z V' lezi ve V' i s néjakym svym okolim, a proto
je V otevfena. ]

Nyni se vratime k samotnému duikazu Véty 2.99. Pfedpokladejme, ze (X, 7x) a (Y, 7y) jsou
kompaktni topologické prostory a U oteviené pokryti X x Y.

Bud = € X fixni. Snadno se ovéfi, Ze zobrazeni f, : Y — X X Y : y — (z,y) je spojité,
a proto je podle Véty 2.94 mnozina f,(Y) = {x} x Y kompaktni. Proto

(In e N)(AUy,...,. U, cU){z} xY C U U---UU,).
Oznacme
Ve={d e X |{}xYCcUyu---UU,}

Potom = € V,, a podle Lemma 2.100 je V,, oteviena.
Systém {V, | x € X} je tedy oteviené pokryti X. Z kompaktnosti X plyne

(Fm eN) 3z, ..., € X)( X CV,,U---UV, ).

Potom .
XxYc| W, xY.
i=1
Z predchoziho odstavce plyne, ze kazda z mnozin V,, x Y, kde 7 € m, je pokryta kone¢né
mnoha mnozinami z /. Sjednocenim vsech téchto mnozin dostaneme konec¢né podpokryti U
prostoru X x Y. O

Kombinaci Lemma 2.97 a Véty 2.99 dostaneme okamzité nasledujici dusledek.

Dusledek 2.101: Necht n € Naay,...,a,,b1,...,b, € R takové, ze a; < b; pro kazdé i € n.
Potom X', [a;, b;] je kompaktni podmnoZina prostoru R".

Nyni si ukdZeme dulezitou vétu, ze které plyne, Ze vSechny normy na konecnédimenzio-
nalnim linearnim prostoru indukuji tutéz topologii. Tento fakt vzapéti pouzijeme v dikazu
Heineovy-Borelovy véty. Nezavisle na tom ma tato véta zasadni vyznam v analyze funkci vice
proménnych.

Véta 2.102: Libovolné dvé normy na linearnim prostoru konecné dimenze jsou ekvivalentni.
Poznamka: Vétu dokazeme pro linearni prostory nad R. Je-li télesem C, postupuje se podobné.
Detaily pfenechame ¢tenafi.

Diikaz Véty 2.102. Bud V,, linearni prostor nad R, dimV,, = n € N. Ve V,, zvolme bazi X =

(x1,...,2,) a definujme normu

||x|’X7OO = I?eziilxlx#(x”) S an
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kde z7 () je i-ta soufadnice x v bazi X' (ovéfte, Ze jde skutecné o normu na V).
Uvazujme dale néjakou (libovolnou) normu || - || na V,,. Ukdzeme, ze

(B, > 0) (Ve € V) (cllzflxoo < llzll < éllzllxo0) -
Tedy ze normy || - || a || - ||x.c0 na V;, jsou ekvivalentni. Protoze je relace ekvivalence norem

tranzitivni, plyne odtud, Ze také libovolné dvé normy na V,, musi byt ekvivalentni.
Jedna nerovnost plyne rovnou z obecnych vlastnosti normy, nebot pro z € V,, mame

n
Z x?é(f)xi
=1

kde jsme oznacili

]l =

n n
<>l @)l < I?glﬂﬁ(ﬂi)l Y llzill = el x oo
i=1 =1

n
ei= 3" Jlail
=1

Tim je jedna nerovnost dokazana. Navic z odhadl vyse také plyne, Ze je identické zobrazeni
id: (Va, |- llx00) = (Vi [ - []) spojite.
K ditkazu druhé nerovnosti budeme potiebovat nasledujici pomocné tvrzeni.

Lemma 2.103: Mnozina

Si={reV,| 2] 2,00 = 1}
je kompaktni podmnozina (V,,, || - || x,00)-

Diikaz Lemma 2.103. Nejprve uvazme zobrazeni W : R" — V,, definované vztahem

n
U(ag,...,q) = Z 04T
i=1

pro kazdé (aq, ..., a,) € R". Protoze

||‘11<O‘1> ce 70‘71)”)(,00 - I?Gaﬁx |C¥Z| = H(alv s ’an)“wv
je zobrazeni VU, jakozto zobrazeni z (R, || - ||oc) do (Vi, || - ||x.00), SPOjité.
Ziejmé
[P (s, )|y o = max ;| <1 & (oq,...,qp) € [—1,1]7,

z ¢ehoz plyne -
U([=L1]") = B={ve Vo |lz[xe <1}

Podle Disledku 2.101 je mnozina [—1, 1]" kompaktni v prostoru (R, || - [|~), a proto je jeji
spojity obraz B = W ([—1, 1]") kompaktni v (V,,, || - || x,«), Viz Véta 2.94.
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Abychom ukazali také kompaktnost mnoziny S, sta¢i nyni dokazat, ze S je uzaviena pod-
mnozina B a aplikovat Vétu 2.81. Ziejmé S C B. Pfipomeneme-li si, Ze je norma spojita; pres-
néji v tomto pfipadé zobrazeni f : (V,,, || - [|x.00) — (R, ] - |) definované vztahem

f(@) =1l oo

je spojité a navic S = f~1({1}), vyplyva uzavienost S z uzavienosti mnoziny {1} a Véty 2.61.
L

Pripomerime, Ze identita id : (V,,, || - ||x.0) = (Va, || - ||) inorma || - || : (Vi || - ||) = R jsou
spojita zobrazeni. Potom podle Véty 2.95 musi spojité (slozené) zobrazent ||id|| : (V,, ||-||x.00) —
R : 2 — ||z|| nabyvat svého minima na kompaktni mnoziné S, tzn., Ze existuje ymi, € S takové,
ze

(Vy € S)(llyll = ),
kde jsme oznadili ¢ := ||ymin||- VSimnéte si, ze ¢ > 0, tedy ¢ # 0, nebot Yy, # 0, protoze 0 ¢ S.
Nyni je-li 0 # = € V,, je vektor
T es,

 llre

a proto

)

neboli

[

Nyni si kone¢né mizeme ukazat, ze v kone¢nédimenzionalnim normovaném prostoru lze
implikaci ve Vété 2.93 obratit.

Véta 2.104 (Heine—Borel): V normovaném prostoru konecné dimenze je mnozina kompaktni,

praveé kdyz je omezena a uzaviena.

Diikaz. Dukaz provedeme pouze pro linearni prostor nad redlnym télesem. Bud tedy (V;,, || - ||)
normovany prostor nad R, dimV,, = n € Na A C V,,. Jelikoz mame Vétu 2.93, sta¢i dokazat
implikaci:
A omezena a uzaviend = A kompaktni.
Ukazeme, Ze se staci omezit na prostor R". Bud X = (z1,...,x,) baze V,a Py : V,, = R"
soufadnicovy izomorfismus

Sy(z) = (¥ (x),... 2" @), zeV,

n

Zobrazeni Py je bijekce a navic je spojité i se svoji inverzi jako zobrazeni mezi V,, a R" s libo-
volnymi normami. To vyplyva z Véty 2.102 a vztahu

10 (2) |00 = max |z (z)] = || x 00,
S
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ktery plati pro kazdé = € V,,, kde || - ||+ o je norma na V,, (jako v dikazu Véty 2.102). Jinymi
slovy @ » je homeomorfismus z V,, do R" s libovolnymi normami. Odtud plyne, ze

A jekompaktni <  Py(A) je kompaktni,
viz Véta 2.94 a
A jeuzaviend <&  Py(A) je uzaviena,

viz Véta 2.61. Plati také
A jeomezend < Py(A) je omezena,

(oveérte).

Staci tedy uvazovat specialni pfipad V,, = R". Necht A C R" je omezena a uzaviena. Z
omezenosti A vyplyva, ze A musi byt podmnozZinou néjakého n-intervalu x?_,[a;, b;], ktery
je kompaktni podle Dusledku 2.101. Protoze je A navic uzaviena, plyne z Véty 2.81, ze A je
kompaktni. [

Nasledujici tvrzeni je pfimym dusledkem predchozich vét. Pro jeho dilezitost ho ovsem
zformulujeme jako vétu. Toto tvrzeni jako fundamentélni vlastnost (R, | - |) bylo nezavisle na
sobé objeveno B. Bolzanem a K. Weierstrassem.

Véta 2.105 (Bolzano-Weierstrass): Kazda omezena posloupnost v normovaném prostoru ko-
necné dimenze ma konvergentni podposloupnost.

Diikaz. Bud {x,};°, posloupnost z néjakého kone¢nédimenzionalniho normovaného prostoru.
Potom je mnoZina

A= J{zn}

omezena. Jelikoz je A podmnozina normovaného prostoru, je i jeji uzaveér A _omezeny (ovéite).
Podle Heinovy-Borelovy véty 2.104 je A kompaktni. Dale podle Véty 2.90 je A sekvenéné kom-
paktni, a proto posloupnost {z,, }°° ;, jejiz ¢leny jsou z A, ma konvergentni podposloupnost. [

Poznamka: Bolzanova-Weierstrassova véta neplati v metrickych prostorech ani v normova-
nych prostorech nekonecné dimenze, viz Cviceni 2.47

2.5 Uplnost

Cela tato cast se bude tykat pouze metrickych prostorii.

Definice 2.106 (Cauchyovska posloupnost): Posloupnost {z,,}>° ; v metrickém prostoru (X, p)
nazveme cauchyovskou, pravé kdyz

(Ve > 0)(Ing € N)(Ym, n > no) (p(Tm, xn) < €)
nebo ekvivalentné

(Ve > 0)(Ing € N)(¥Yn > ng)(Vp € N)(p(xn, Tpip) < €).
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Lemma 2.107: Necht {z,}°°, je posloupnost v metrickém prostoru (X, p). Potom plati:
1. Je-li {x,}52 , konvergentni, pak je {x, }>° | cauchyovska.
2. Je-li {z,,}°°, cauchyovska, pak je i libovolna jeji podposloupnost cauchyovska.
3. Je-li {z,}5°, cauchyovska, pak je omezena.

4. Je-li {z,}5°, cauchyovska a ma konvergentni podposloupnost {zy, }°° ,, tj. 2, — x pro
néjaké z € X, potom z,, — x.

Diikaz. 1. Je-li {x,}°, konvergentni, potom existuje © € X tak, ze x, — x. Z definice kon-
vergence plyne, Ze
(Ve > 0)(3no € N)(¥n > ny) (p(x, ) < g) .

Zvolme tedy € > 0. Potom s pouzitim trojuhelnikové nerovnosti dostaneme pro libovolné
m,n > ng odhad
€ €
(T ) < p(Tm, ) + p(2, 2) < 3 + 5 =6

a tedy {z,,}°°, je cauchyovska.

2. Tvrzeni plyne pfimo z definice cauchyovské posloupnosti.

3. Necht {z,}5°, je cauchyovska. Definice cauchyovské posloupnosti pro € = 1 implikuje
existenci ny € N takového, ze vSechny ¢leny posloupnosti {z,,}° ,, az na kone¢né mnoho
vyjimek, lezi v kouli B,, (1). Takova posloupnost je nutné omezena.

4. Pfedpokladejme, ze {z,}°°, je cauchyovska a x;, — z. Pfipomenime, Ze posloupnost
indext k,, u vybrané posloupnosti je ostfe rostouci posloupnost pfirozenych ¢isel, a proto k,, >
n pro kazdé n € Ny. Protoze je {x,}>° ; cauchyovska, plyne z definice, ze

(Ve > 0)(3n, € N)(VYn > ny) (p(mn, o) < %) .
Dale z predpokladu x;,, — = mame
(Ve > 0)(Ins € N)(Vn > n) <p(xkn, z) < g) .

Nyni stadi ke zvolenému e > 0 polozit ng := max(ny,n) a z vyroka vyse dostaneme, Ze pro
kazdé n > ng plati

€
plan x) < plan, ax,) + plaw, o) < 5+ 5 =,

neboli z,, — . O

Obracena implikace z 1. tvrzeni Lemma 2.107 obecné neplati. Metrické prostory, kde tato
implikace plati pro kazdou posloupnost, se nazyvaji uplné.
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Definice 2.108 (Uplny prostor, iplnd mnoZina): Metricky prostor (X, p) nazveme #plny, pravé
kdyz kazda cauchyovska posloupnost z X je konvergentni (tzn., Ze ma v X limitu). Podobné
mnozinu A C X nazveme uplnou, pravé kdyz kazda cauchyovska posloupnost z A ma v A
limitu.

Definice 2.109 (Banachtiv prostor, Hilbertiv prostor): Uplny normovany prostor se nazyva
Banachiiv prostor. Uplny pre-Hilbertv prostor se nazyva Hilbertiv prostor.

Priklad 2.110: Normovany prostor V' konecné dimenze je Gplny. Tedy napt. (R, |-|), (R", || -||)
nebo (C", | - ||) s libovolnymi normami jsou vSechno pfiklady uplnych prostora. Tvrzeni, ze
(VI - ||) je uplny neni nic jiného, neZ jedna implikace z Bolzanovy—Cauchyovy podminky:

T, 2 & (Ye>0)(3ng € N)(Vm,n > ng)(||xm — x| <e€).

Netrivialni implikaci (<) odvodime nyni snadno z jiz dokazanych vét. Je-li {x,, }° , cauchyov-
ska posloupnost v (V) || - ||), je {z,}22; omezena podle Lemma 2.107. Potom podle Bolzanovy-
Weierstrassovy véty 2.105 ma {x,, }2 ; konvergetni podposloupnost a opét podle Lemma 2.107
musi byt i posloupnost {z,}°2 ; konvergentni.

Dalsi priklad ilustruje to, Ze uplnost je metricka vlastnost. Na R zvolime jinou metriku nez
v Prikladu 2.110 a vysledny prostor jiz nebude tuplny.

Priklad 2.111: Zobrazeni p : R X R — R definované pro z,y € R vztahem

p(x,y) := | arctg xz — arctg y|

je metrika na R (ovéfte). Ukazeme, Ze metricky prostor (R, p) neni uplny.
Uvazujme posloupnost s ¢leny z,, := n, kde n € N. Pro n,p € N mame

p(Tpip, Tn) = arctg(n + p) — arctgn < g — arctgn.

Jelikoz vyraz napravo jde k nule pro n — oo, je posloupnost {z,}>°, cauchyovska v (R, p).
Na druhou stranu {z,}>° ; neni konvergentni v (R, p). Kdyby byla konvergetni, muselo by
existovat x € R takové, ze

lim p(z,,z) =0,

n—oo

COZ znamena

: T
0 = lim (arctgn — arctgx) = 5 arctg .
n—oo

Rovnost arctg x = 7/2 ovSem neplati pro zadné = € R.

Piiklad 2.112: Prostor (Q, | - |) neni uplny, nebot v ném existuji cauchyovské posloupnosti,
které nemaji limitu v Q. Staci vzit jakoukoliv posloupnost racionalnich ¢isel, ktera konverguje
k ¢islu iracionalnimu jako je napft.

1 n
xn:(l—i-—) , neN.

n
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Piiklad 2.113: Prostor (Q, pg), kde p, je diskrétni metrika, je Gplny. Stadi si rozmyslet, ze
cauchyovské posloupnosti v (Q, py) jsou pravé ty posloupnosti, které jsou od jistého indexu
konstantni. Takové posloupnosti jsou konvergentni v (Q, pg).

Nasledujici dvé véty ukazuji, ze je jisty vztah mezi uzavienosti a uplnosti mnoziny.

Véta 2.114: Necht (X, p) je metricky prostor a A C X uplnd mnozina. Potom je A uzavfena.

Ditkaz. Piedpokladejme, ze A # (), jinak je tvrzeni trivialni. Nechf x € A. Potom podle
2. tvrzeni Véty 2.52 existuje posloupnost {x,}3°, v A takova, ze z,, — x. Podle 1. tvrzeni

Lemma 2.107 je konvergetni posloupnost {x,}>2, cauchyovska. A protoze je A uplna, ma
{z,}52, limituv A, tj. x € A. Tedy A = A. O

Véta 2.115: Necht (X, p) je dplny metricky prostora A C X. Je-li A uzavien4, pak je A Gplna.

Diikaz. Bud {z,}°, cauchyovska posloupnost z A. Uplnost (X, p) implikuje, Ze je {z,}>,
konvergentni, tzn. 3x € X a x,, — z. Z uzavienosti A plyne, Ze limita v € A. Celkem tedy ma
libovolna cauchyovska posloupnost z A limitu v A, a proto je A tplna. O

Dokazeme si jesté jednu vétu o vztahu kompaktnosti a uplnosti metrického prostoru. Z toho,
co uz vime, snadno vyplyva ze (X, p) kompaktni metricky prostor je uplny. Stadi si uvédomit,
ze ze sekvenéni kompaktnosti (X, p), viz Véta 2.90, plyne, ze kazda cauchyovska posloupnost
v (X, p) ma konvergentni podposloupnost a aplikovat tvrzeni 4. Lemma 2.107. Naopak to sa-
moziejmé neplati, jak ilustruje napf. prostor (R, | - |), ktery je uplny, ale ne kompaktni. Ani
dodate¢ny predpoklad omezenosti (X, p) by jesté nestacil. Klicem k opa¢né implikaci je ome-
zenost totalni, viz Lemma 2.92.

Véta 2.116: Metricky prostor (X, p) je kompaktni pravé tehdy, kdyz je (X, p) Uplny a totalné
omezeny.

Ditkaz. Je-li (X, p) kompaktni, potom z diskuze vyse uz vime, Ze je tplny. Totalni omezenost
kompaktniho prostoru (X, p) plyne pfimo z Véty 2.90 a Lemma 2.92. Je tieba tedy dokéazat
implikaci opacnou.

Predpokladejme, ze (X, p) je Gplny a totalné omezeny. V pomocném tvrzeni nize ukazeme,
ze z totalni omezenosti (X, p) plyne, Ze kazda posloupnost v (X, p) ma cauchyovskou podpo-
sloupnost. Uplnost (X, p) implikuje, Ze tato cauchyovska podposloupnost je konvergentni. To
znamena, Ze je prostor (X, p) sekvenéné kompaktni, a tedy i kompaktni, jak vime z Véty 2.90.

Zbyva nam tedy dokazat nasledujici pomocné tvrzeni.

Lemma 2.117: V totilné omezeném metrickém prostoru (X, p) ma kazda posloupnost cau-

chyovskou podposloupnost.

Ditkaz Lemma 2.117. Necht {z,,}°° , je posloupnost v X. Z totalni omezenosti (X, p) plyne, ze
pro libovolné n € Nlze X pokryt kone¢né mnoha koulemi o poloméru 1/n, jejichz stfedy jsou
v mnoziné, kterou oznacime S,,. Tedy

(Vn € N)(3S,, C X koneéna ) (X = J B, /n))

YyESH
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Pron = 1 musi existovat y; € S takové, ze koule By, (1) obsahuje nekone¢né mnoho ¢lent
posloupnosti {x,,}5° ;. Ozna¢me si jejich indexy

Ay ={neN|z, € B, (1)}

Podobné, je-li n = 2, existuje yo € Sy takové, ze koule B,,(1/2) obsahuje nekone¢né mnoho
¢lent posloupnosti {x, },c4, a 0znaéme

A2 = {n € Al | Ty € By2(1/2)}
Vsimnéte si, ze Ay C A;. Timto zpisobem najdeme y;, € Sy a nekoneéné mnoziny
Ak = {n € Ak,1 | Ty € Byk(l/k)}

pro kazdé k € N (zde je Ay := N). Plati Ax,1 C Ay pro kazdé k € N.

Nyni zvolme ostfe rostouci posloupnost pfirozenych ¢isel {k,, }°2 ; tak, ze k,, € A,, pro kazdé
n € N. UkaZeme, Ze podposloupnost {zy, }2°, je cauchyovska. Pro n,p € N z trojuhelnikové
nerovnosti mame

Io(xk'rﬂ xk‘n-&-p) S p(xk'n ) yn) + p(yn7 xk‘n-&-p)

Protoze k, € Ay, je p(xk,,yn) < 1/n.Podobnézk,,, € A,, C Ay, plyne p(yn, y,.,) < 1/n.
Odtud dostavame

( ) < 1 n 1 2

Tr X e

p kn? kn+p n n n )

z ¢ehoz uz jednoduse plyne, ze posloupnost {xy }°2 ; je cauchyovska. O

]

V posledni ¢asti kapitoly o uplnosti si dokazeme Banachovu vétu o pevném bodé kontrahu-
jicitho zobrazeni.

Definice 2.118 (Kontrahujici zobrazeni): Bud (X, p) metricky prostor. Zobrazeni f : (X, p) —
(X, p) nazyvame kontrahujici, pravé kdyz

(g € 0,1))(Vz,y € X) (p(f(2), f () < qp(z,y)).

Poznamka: Vsimnéte si, ze kontrahujici zobrazeni je spojité.

Véta 2.119 (Banachova o pevném bodé): Necht (X, p) je dplny metricky prostora f : (X, p) —
(X, p) kontrahujici zobrazeni. Potom ma f pravé jeden pevny bod, tzn.

(Frr € X)(f(2) = z).

Diikaz. Nejprve dokazeme existenci pevného bodu f. Zvolme libovolné z, € X a definujme
posloupnost {z,,}°° ; rekurentné podle pfedpisu

Ty = f(xn—l)a n € N.

Ukazeme, ze {x, }5°, je cauchyovska.
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Protoze pro n € N mame

P(Tn; Tng1) = p(f (1), f(@0)) < qp(Tn-1, T0),

dokazeme indukci, Ze
p($n, ‘T;TL+1) < qnp(l’o, 1'1).

Potom s vyuzitim trojihelnikové nerovnosti dostaneme pro n, p € N odhad

p
P, Tnap) < p(Enyiot, Tngi) < plao, 1) Zq”“ "< plwo, 1)g Zq
1 1
1= " 1=
= p(x()?xl)

1—gq’

kde jsme vyuzily podstatny piedpoklad ¢ € [0, 1). Odtud k libovolnému € > 0 najdeme ny € N
tak, aby

no

p(xo, 1) 1q < €.

Potom pro kazdé n > ng ap € Nje p(z,, Tnip) < € atedy {z,,}7°, je cauchyovska.

Prostor (X, p) je Gplny, a proto {x,, }°° ; konverguje k néjakému = € X.Protoze je f spojité,
nebot je kontrahujici, mame také f(z,) — f(z). Nyni staci provést limitni ptechod v rovnici
Zn = f(x,_1) pron — oo a dostaneme rovnost z = f(z). Bod x je tedy pevnym bodem f.

Pro dtikaz jednoznaénosti predpokladejme, Ze existuji x,y € X takové, ze x = f(r)ay =
f(y). Potom

ple,y) = p(f(2), [(y)) < gp(z,y).

Je-li x # y, potom p(x,y) # 0 a posledni nerovnost implikuje ¢ > 1, coZ je ve sporu s piedpo-
kladem. Proto musi byt x = v. O

Banachova véta o pevném bodé ma v matematice mnoho aplikaci. Také idea diikazu je pro
aplikace podstatna. V§imnéte si, Ze z dikazu plyne, Ze ,iniciaénibod” x( 1ze volit zcela libovolné
a presto se iterovanim

F (o) = (fo fo---of)(zo)

nkrat

limitné blizime k pevnému bodu zobrazeni f. Tato jednoducha myslenka se pouziva napf. v ite-
racnich metodach numerické analyzy nebo k dikazu existence a jednoznacnosti feSeni riizno-
rodych udloh (parcialné diferencialni rovnice, integralni rovnice, nelinearni problémy), kdykoliv
mizeme studovany problém formulovat jako rovnost f(x) = x s kontrahujicim zobrazenim f
na uplném prostoru.

Ne vzdy ale pracujeme s kontrahujicim zobrazenim. Dnes existuje fada zobecnéni ¢i roz-
sifeni Banachovy véty o pevném bodé a také dalsi véty implikujici existenci pevného bodu
zobrazeni. Spolu s Banachovou vétou patfi mezi nejznamé;jsi takové vysledky jesté Brouwerova
véta o pevném bodé. Jelikoz je tato véta jednim z nejdilezitéjsich vysledka analyzy a topologie
1. poloviny 20. stoleti, vétu si zde zformulujeme. Nicméné jeji dtikaz je velice netrivialni a zcela
jisté nad ramec tohoto kurzu, a proto jej neuvadime. Lze ho najit napt. v [1].
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Véta 2.120 (Brouwerova o pevném bodé): Bud (V|| - |) normovany koneénédimenzionalni
prostor (nad R) a K C V' kompaktni a konvexni mnozina. Potom kazdé spojité zobrazeni f :
K — K ma pevny bod.

Poznamka: Pfipomenme, ze mnozina KX C V je konvexni, pravé kdyz
(Vz,y € K)(VA € [0,1))(Ax + (1 = Ny € K).

Pevny bod zobrazeni z Brouwerovy véty nemusi byt jediny. Zobecnéni Brouwerovy véty,
kde je pfedpoklad kone¢né dimenze nahrazen uplnosti (V)| - ||), je zndmé jako Schauderova
véta o pevném bode.

2.6 Souvislost

Nakonec se jesté jednou vratime k obecnym topologickym prostorim a prostudujeme nékteré
vlastnosti tykajici se tzv. souvislosti prostort.

Definice 2.121 (Obojetna mnozina, souvisly prostor): Bud (X, ) topologicky prostor. Mno-
zina A C X se nazyva obojetnd, je-li soucasné oteviend i uzaviena. Prostor (X, 7) nazveme
souvisly, pravé kdyz jediné obojetné podmnoziny X jsou () a X.

Definice 2.122 (Souvisla mnozina): Bud (X, 7) topologicky prostor. Mnozinu () # A C X na-
zveme souvislou, pravé kdyz (A, 74 ) je souvisly jakozto topologicky podprostor (X, 7). Prazdna
mnozina je souvisla.

Priklad 2.123: Prostor R s obvyklou topologii 7 je souvisly, ale ditkaz tohoto tvrzeni uvedeme
pozdéji, viz Lemma 2.128. Mnozina A = [0,1) U (2, 3] neni souvisla, nebot mnoziny [0,1) a
(2, 3] jsou obojetné v topologii podprostoru (A, 74).
Priklad 2.124: Je-li X mnozina obsahujici alesponi 2 prvky a 7, diskrétni topologie na X,
potom (X, 7;) neni souvisly, nebot kazda podmnozina X je obojetna.

Souvislost prostoru lze vyjadrit nékolika alternativnimi zptusoby, viz také Cviceni 2.49.

Lemma 2.125: Bud (X, 7) topologicky prostor. Nasledujici tvrzeni jsou ekvivalentni:
1. (X, 7) neni souvisly,
2. A, Ben)(A,B#£D0)(AnNnB=0 N AUB=X),
3. (FA,Becr) (A, BZ0)(ANB=0 N AUB=X).

Diikaz. Dokazeme jen ekvivalenci 1. < 2. Pro dikaz ekvivalence 2. < 3. sta¢i pouzit to, zZe
doplnék oteviené mnoziny je uzaviena mnozina a naopak.

Predpokladejme, ze (X, 7) neni souvisly. Potom existuje obojetna mnozina A C X takova,
ze A # (),ani A # X.Polozme B := X \ A.Potom A € 7 a B € 7, protoze A je také uzaviena.
Ziejmé také AN B =(a AU B = X, ¢imz dostavame tvrzeni 2.

Naopak piedpokladame-li platnost vyroku 2., je mnozina A € T ataké A = X \ B € cr,
protoze B € 7. Tedy A je obojetna. Navic A # a A = X \ B # X, protoze B # (). Z toho
plyne, ze (X, 7) neni souvisly. O
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Véta 2.126: Bud (X, 7) topologicky prostor a A, C X souvislé mnoziny pro kazdé o € I, kde
I # () je indexova mnozina libovolné mohutnosti. Je-li

() A #0,

ael

potom

U A, je souvisla.

ael

Diikaz. Pro spor predpokladejme, ze mnozina A := U, A, neni souvisla. Podle Lemma 2.125
existuji neprazdné mnoziny B, C oteviené v (A, 74) a takové, ze

BNC=0 a BUC=A.

Potom A, = (A, N B) U (A, N C), kde a € I. Protoze jsou B a C oteviené v (A, 74)
nadmnoziny A, jsou mnoziny A, N B a A, N C oteviené také v topologickém podprostoru
(Aa, Ta,). Jelikoz je A, souvisla musi byt alespon jedna z disjunktnich mnozin A, N B, nebo
A, N C prazdna, jinak bychom dostali spor s tvrzenim 2. Lemma 2.125. Bez Gjmy na obecnosti
muzeme predpokladat, ze A, NC = (). Potom A, C B.Uvédomte si, Ze plati-li inkluze A, C B
pro jedno o € I, musi platit pro vSechna o € I. Kdy totiz existovali o, o’ € I tak, ze A, C B
a Ay C C,bylby A, N Ay =0, coZ je ve sporu s predpokladem Nyer A, # 0. Mame tedy

A=|JA.cB
acl
Odtud ovsem plyne, ze C = A\ B = (), coz je spor. [

Véta 2.127: Bud (X, 7) topologicky prostor, A C X a A C B C A. Je-li A souvisla, potom je
i B souvisla.

Ditkaz. Vétu sta¢i dokéazat pro specialni ptipad B = A. K tomu si staéi uvédomit, ze B je uzavér
A v topologii (B, 7g), protoze je B = BN A. Proto uvazujeme-li namisto (X, 7) prostor (B, 75)
a vime-li, Ze uzavér souvislé mnoziny je souvisly, dokazeme souvislost mnoziny B.

Ve zbytku ditkazu ukazeme, ze A je souvisla za piedpokladu, ze A je souvisla. K tomu opét
pouzijeme Lemma 2.125 tentokrat formulaci z tvrzeni 3. Pro spor predpokladejme, ze

(3B,C € crp)(B,C#0)(BNC =0 A BUC = A).

Uvédomte si, ze mnozina B je uzaviena v (A, 75), tj. B € cr4, pravé kdyz je B uzaviena
v (X,7),t. B €ecr.

Z piedpokladu B # () plyne, ze existuje néjaké b € B.Protoze B = A\C C X\CaC € cr,
existuje H, C X \ C. Tudiz H,N C = ().

Protoze je také b € A, mame HyN A # (). Vezméme néjaké x € H,N A. Protoze H,NC = ),
jex ¢ C,aprotox € AN B. Celkem jsme tedy dokazali, ze AN B # (). Analogickym postupem,
ktery vychézi z piedpokladu C' # (), se ukaze, ze také A N C # .
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Nyni si sta¢i uvédomit, ze neprazdné mnoziny A N B, AN C € c7,4 a tvofi rozklad A, tj.
A=(ANB)U(ANC) a (AnB)N(ANC)=0.
To je ale spor s tim, ze A je souvisla. ]

Uz v kapitole o kompaktnosti jsme si mohli uvédomit, Ze k dikazu dulezitych vét (Heine-
Borel, atd.) bylo dulezitou ingredienci dokazat kompaktnost uzavieného intervalu. I v této casti
bude podstatné nejprve ukazat, ze interval je souvislou mnozinou v R s obvyklou topologii.
Zanedlouho si ukdZzeme dokonce vic, viz Véta 2.131. Zacneme tim, Ze si dokaZeme souvislost R.

Lemma 2.128: Prostor R s obvyklou topologii je souvisly.

Ditkaz. Necht A C R je obojetna. Ukazeme, ze je-li A # (), potom musi byt A = R. Presnéji
dokazeme, Ze vezmeme-li libovolné ¢ € R, potom ¢ € A.

Budtedy A # () a zvolme ¢ € R. Pro spor predpokladejme, ze ¢ ¢ A.Protoze A # (), existuje
néjaké a € A. Tedy a # c. Pfedpokladejme, ze a < c. V pfipadé a > c by se postupovalo
analogicky.

Definujme

S={reA|r<c}=AN(-00,c).
Mnozina S # (), protoze a € S. Dale ozna¢me
s:=supS.

Ziejmé s < c.

Protoze ¢ ¢ A, mizeme psat S = A N (—o0, ¢]. Z toho plyne, ze S je uzaviena, nebot A je
uzaviena. A proto s € S = S, z éehoz plyne s < c.

Protoze S je, jako pranik dvou otevienych mnozin A a (—oo,c¢), také oteviena a s € S,
existuje € > 0 tak, ze (s — ¢,s + €) C S. Z toho ovsem plyne, Ze napt. prvek s + €/2 € S, coz
je ve sporu s tim, Ze s = sup S. []

Dalsi véta ukazuje, ze spojity obraz souvislé mnoziny musi byt souvisly.
Véta 2.129: Necht f : (X,7x) — (Y, 7y) je spojité zobrazeni mezi topologickymi prostory

a (X, 7x) je souvisly. Potom f(X) je souvisla mnoZina.

Diikaz. Pro spor predpokladejme, Ze f(X) neni souvisla. Podle Lemma 2.125 musi existovat
0 # B,C C f(X) oteviené v (f(X), T(x)) takové, ze

BNC=0 a BUC=f(X)

Ze spojitosti f plyne, ze mnoziny f'(B) a f~'(C) jsou oteviené v (X, 7x), viz Véta 2.61.

Skutecné jelikoz B € 7y (x), existuje B € 7y tak, ze B = BN f(X), z ¢ehoz plyne f~}(B) =

f~YB)a f~!(B) € 7x diky spojitosti f. Podobné je f~1(C') € 7x. Dale plati:
BN =0 a fFI(BUfHO)=X.

Nakonec musi byt také obé mnoziny f~'(B) a f~!(C) neprazdné, protoze B, C jsou neprazdné
podmnoziny f(X). To je ovSem spor s pfedpokladem souvislosti (X, 7x) podle Lemma 2.125.
[
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Dusledek 2.130: Jsou-li (X, 7x) a (Y, 7v) homeomorfni topologické prostory, potom
(X, 7x) je souvisly < (Y, 7y) je souvisly.

Nyni uz mizeme ukazat, Ze intervaly jsou souvislé podmnoziny R. Dokonce jiné souvislé
podmnoziny nez intervaly v R neexistuji. Ve specialnim pfipadé prostoru R s obvyklou topo-
logii mame tedy jednoduchou charakterizaci souvislych mnozin.

Véta 2.131: Mnozina A C R je souvisla, pravé kdyz je A interval.

Poznamka: Poznamenejme, Ze intervalem v R rozumime vSechny mnoziny typu
(a,b), [a,b), (a,0], [a,b],

kde a < b, ataké vsechny jejich (polo)nekonecné varianty. Specialné také jednobodova mnozina
je interval.

Diikaz Veéty 2.131. 1) Pfedpokladejme nejprve, Zze A C R je interval. Ukazeme, Ze A je souvisla.
Je-li A jednobodové, nebo prazdna mnozina, je tvrzeni trivialni. Dale sta¢i uvazovat A ote-
vieny interval, tzn. A = (a,b), kde —00 < a < b < 0. Souvislost viech ostatnich typt potom
dostaneme aplikaci Véty 2.127.
Prostory (a,b) a R (s obvyklymi topologiemi) jsou homeomorfni. Jeden ptiklad homeomor-
fismu f : (a,b) — R, pokud jsou a,b € R, je funkce

f(z) =tg (”ZC:S + g) .

Je-lia € Rab = oo, pak 1ze volit homeomorfismus f : (a,00) — R napf. f(z) =In(zx —a) a
podobné pro pfipad a = —oo a b € R (najdéte priklad homeomorfismu). Potom Lemma 2.128
spolu s Dusledkem 2.130 implikuji souvislost intervalu (a, b).

2) Naopak predpokladejme, ze A C R neni interval. Potom existuji x,y € A, x < y a bod
z ¢ Atak, ze v < z < y. Polozme

By:=AN(—00,2) a By:=AN(z,+00).

Potom By, By # (), B N By = (), B; U By = A a obé mnoziny B; a B; jsou oteviené v podpro-

storu (A, 74). To podle Lemma 2.125 znamena, Ze A neni souvisla. O
S predpokladem souvislosti miizeme jesté doplnit tvrzeni Véty 2.95.

Véta 2.132: Realna spojita funkce na kompaktnim souvislém topologickém prostoru nabyva

svého minima, maxima i vSech hodnot mezi nimi.

Diikaz. Je-li f : (X, 7) — R spojita (topologie na R je opét obvykla) a (X, 7) souvisly, potom
podle Vét 2.129 a 2.131 je f(X) interval. Navic protoze je (X, 7) kompaktni, musi byt podle
Vét 2.94 a 2.104 interval f(X) omezeny a uzavieny, z ¢ehoz ihned plyne tvrzeni véty. O

V dalsim si ukazeme, Ze kazdy topologicky prostor se rozklada na sjednoceni svych maxi-
malnich souvislych ¢asti - tzv. komponent souvislosti.
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Definice 2.133 (Komponenta souvislosti): Bud (X, 7) topologicky prostor. Neprazdni mno-
zina S C X se nazyva komponenta souvislosti prostoru (X, 7), pravé kdyz plati:

1. S je souvisla.
2. Je-li A C X souvislaa A D S, potom S = A.

Priklad 2.134: Nasledujici mnoziny chapeme jako topologické podprostory R s obvyklou to-
pologii. Prostor X = [0, 1)U(1, 2] ma dvé komponenty souvislosti [0, 1) a (1, 2]. Komponentami
souvislosti prostoru Y = U,.¢z[2n, 2n + 1] jsou mnoziny [2n,2n + 1], n € Z.

Piiklad 2.135: Komponentami souvislosti prostoru (X, 7;), kde 7, je diskrétni topologie na
mnoziné X # (), jsou pravé viechny jednobodové mnoziny.

Nasledujici véta shrnuje vlastnosti komponent souvislosti.

Véta 2.136: Bud (X, 7) topologicky prostor. Potom plati:
1. Kazdy bod z € X lezi pravé v jedné komponenté souvislosti (X, 7).
2. Dvé rizné komponenty souvislosti (X, 7) jsou disjunktni.
3. Komponenty souvislosti (X, 7) jsou uzaviené mnoziny.
4. Prostor (X, 7) je souvisly, pravé kdyZz ma jedinou komponentu souvislosti.

5. Je-li ) # A C X souvisla, potom existuje pravé jedna komponenta souvislosti S takova,
ze ACS.

Ditkaz. 1. Bud 2 € X. Oznacéme
S={ACX|ze€A N Ajesouvisla }.

Potom jisté S # (), nebot {z} € S. Sjednoceni S := US je souvisla mnoZina podle Véty 2.126.
Navic je jednoduché ovéfit, ze S je komponenta souvislosti obsahujici bod x. Necht také T" C X
je komponenta souvislosti (X, 7) obsahujici z. Potom T' € S, a proto T C S. Z vlastnosti 2.
z definice komponenty souvislosti 7" pak ale plyne, ze T' = S.

2. Je pfimym disledkem tvrzeni 1.

3. Vyplyva z Véty 2.127 a definice komponenty souvislosti.

4. Ztejmé.

5.JelikoZ je A # (), mGZzeme zvolit a € A.Podle 1. tvrzeni ma (X, 7) komponentu souvislosti
S C X obsahujici a. Mnozina AU S je souvisla podle Véty 2.126. Potom z definice komponenty
souvislosti S plyne, ze AU S = S, neboli A C S. To, ze je mnoZina S uréena jednoznacné,
plyne opét z tvrzeni 1. []

Predchozi véta ma nasledujici dusledek.

Dusledek 2.137: Kazdy topologicky prostor lze napsat jako sjednoceni svych komponent sou-
vislosti, tj. sjednoceni maximalnich souvislych uzavienych mnozin, které jsou po dvou dis-
junktni.
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Definice 2.138 (Oblast): Oteviena a souvisla podmnozina topologického prostoru se nazyva
oblast.

Nakonec se jesté seznamime s jednou silnéjsi vlastnosti nez je souvislost, a to tzv. krivkovou
souvislosti.
Definice 2.139 (Kfivka, stopa kfivky): Kfivka v topologickém prostoru (X, 7) je spojité zobra-
zeni ¢ : [a,b] — X, kde —00 < a < b < co. Obor hodnot ¢ se nazyva stopa kfivky a znadi [p].
Poznamka: Vsimnéte si, ze stopa kiivky [p] je souvisla mnozina, nebot je to spojity obraz
souvislé mnoziny [a, b], viz Véty 2.129 a 2.131.

Definice 2.140 (Kfivkové souvisly prostor, kiivkové souvisla mnozina): Topologicky prostor
(X, 7) nazyvame krivkové souvisly (nebo také drahové souvisly), pravé kdyz kazdé dva body
v X lze spojit ktivkou, tzn.

(Vz,y € X)(Jp kiivkav (X, 7))(z,y € [¢]).

Analogicky mnozinu ) # A C X nazveme kFivkové souvislou, pravé kdyz je (A, 74) kiivkové
souvisly topologicky podprostor (X, 7). Prazdni mnozina je kiivkové souvisla.

Véta 2.141: Kfivkové souvisly topologicky prostor (X, 7) je souvisly.

Diikaz. Pro spor pfedpokladejme, Ze (X, 7) je kfivkové souvisly, ale neni souvisly. Potom podle
Lemma 2.125 existuji oteviené a neprazdné mnoziny A, B C X takové,ze ANB =(a AUB =
X.Zvolme a € Aab € B.Jelikoz je (X, 7) je kiivkové souvisly, existuje kiivka ¢ v (X, 7)
spojujici body a a b.

Stopu ¢ lze rozlozit na [¢] = (AN [¢]) U (B N [¢]), kde mnoziny A N [¢] a B N [¢] jsou
oteviené v ([¢], 71,]), neprazdné, nebot a € AN[p]ab € BNy, ataké disjunktni. To je oviem
spor se souvislosti []. O

Intervaly jsou zfejmé kiivkové souvislé mnoziny, a proto podle Véty 2.131 pojmy souvisla
mnozina a kfivkové souvislda mnozina znamenaji totéz v prostoru R. Obecné ale implikaci
ve Vété 2.141 nelze obratit, jak ukazuje nasledujici priklad.

Priklad 2.142 (Topologicka sinusoida): V R? s obvyklou topologii uvazujme mnozinu

S:=(0,0)U {(m,sin 1) € R2

T

xe(Qu},

viz Obrazek 5.
Mnozina S je souvisla. To je vidét napf. z toho, Ze Cast

Sy = {(x,sin l) e R?
x

je spojity obraz souvislého intervalu (0, 1], a tedy souvisla a Sy C S C S, kde

xE(QH}

S ={0} x [~1,1] U{(x,sinl) € R?

X

xG(QH},
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Obrazek 5: Topologicka sinusoida.

viz Véta 2.127.

Na druhou stranu S neni kfivkové souvisla, protoze bod (0, 0) nelze v S spojit kfivkou s zad-
nym z bodt z S,. Pfedpokladejme, Ze bod (0, 0) je mozné spojit s néjakym bodem (a, sin(1/a))
v S, tzn., Ze existuje ¢ : [0,1] :— S je spojité takové, ze p(0) = (0,0) a (1) = (a,sin(1/a)).
Potom i kazdy bod (x,sin(1/x)), kde 0 < z < a, musi leZet v [¢], jinak by [¢] nebyla souvisla.

Polozme

Kn::[gp]ﬁ{(aj,l) |O§x§%}

Protoze [¢] je kompaktni (je to spojity obraz kompaktni mnoziny [0, 1]) a K, jsou uzaviené
neprazdné mnoziny takové, ze K, 11 C K,, Vn € N, plyne z Cantorovy véty (Dusledek 2.84),
ze
K =) Ky #0.
n=1

Z definice K, plyne, e K nemiize obsahovat zadny bod z R?, ktery ma kladnou prvni slozku.
Jediny bod v [p], ktery nema pozitivni prvni slozku je (0,0), a proto K = {(0,0)}. Na druhou
stranu z definice mnozin K, plyne, Ze druha slozka musi byt limitou konstantni posloupnosti
Yn = 1 pron — oo. A tedy druha slozka bodu (0, 0) by méla byt 1, coZ je spor.

Definice 2.143 (Lokalné kfivkové souvisly prostor, lokalné kiivkové souvisla mnozina): To-
pologicky prostor (X, 7) nazveme lokalné krivkové souvisly, pravé kdyz

(Vo € X)(3H, kiivkové souvislé).
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Mnozina ) # A C X je lokalné kfivkové souvisla, pravé kdyz je (A, 74) lokalné kiivkové
souvisly topologicky prostor. Prazdna mnozina je lokalné kfivkové souvisla.

Ziejmé krivkové souvisly prostor je také lokalné krivkové souvisly. Naopak to ovsem ne-
plati. Lokalné krivkové souvisly prostor nemusi byt totiz ani souvisly, uvazte napf. mnozinu
A= (-=1,1)\ {0} v R s obvyklou topologii. Ani souvislost neimplikuje lokalné kiivkovou sou-
vislost, jak ukazuje pfiklad topologické sinusoidy, viz Pfiklad 2.142, kde bod (0, 0) nema zadné
kfivkové souvislé okoli. Plati ale nasledujici tvrzeni.

Véta 2.144: Je-li (X, 7) souvisly a lokalné kfivkové souvisly topologicky prostor, potom je
(X, 7) kiivkové souvisly.

Diikaz. Bud p € X. Ozna¢me S, mnozinu vSech bodu z X, které 1ze spojit s p kfivkou (tzv.
komponenta kfivkové souvislosti). UkaZeme, ze S, je obojetna. Potom, protoze S, # (), nebot
p € S, plyne ze souvislosti (X, 7), ze S, = X. Tudiz kazdy bod z x lze spojit s p kiivkou,
a proto také kazdé dva body z X lze spojit kiivkou tranzitivné pres p.

Zbyva tedy dokazat, ze .S, je obojetna. Nejprve ukazeme, ze S, je oteviena. Bud z € §,,.
Potom existuje H, kiivkové souvislé okoli x, protoze (X, 7) je lokalné kiivkové souvisly. Vez-
méme libovolné v € H,. Potom u Ize spojit s = kiivkou. Také x lze spojit s p kfivkou, coz plyne
z toho, ze x € S,,. Celkem tedy je mozné u spojit s p kfivkou opét tranzitivné pfes x, a proto
u € Sp. Protoze jsme u volili z H,, libovolné, je H, C 5,.

Nakonec dokizeme, ze S, je také uzaviena. Bud y € S, a H, kfivkové souvislé okoli y.
Protoze H, N S, # 0, existuje néjaké v € H, N S,. Toto v lze spojit kiivkou jak s y, tak s p,
a proto Ize spojit kfivkou také y a p. Neboliy € 5, a protoze bylo y voleno libovolné, je S, C .S,,.
Tedy S, = S,. O

Véta 2.144 ma jeden specialni diisledek pro oblasti v normovanych prostorech, ktery se nam
bude pozdéji hodit.

Dusledek 2.145: Je-li (V] - ||) normovany prostor a A C V oblast, potom je A kiivkové
souvisla. Specialné oblast v R" je kfivkové souvisla mnozina.

Diikaz. Staciukazat, ze oteviena podmnozina normovaného prostoru je lokalné krivkové sou-
visla. Tvrzeni potom plyne z Véty 2.144.

Necht je tedy A oteviend a neprazdna mnozina v V' (jinak trivialni). Bud x € A. Potom
existuje r > 0 tak, ze B,(r) C A. Protoze je koule B,(r) konvexni, viz Cviceni 2.5, 1ze v ni
kazdé dva body spojit specialni kiivkou, totiz useckou. Z toho plyne, ze A je lokalné kiivkove
souvisla. []

Z toho, co uz nyni vime, si mizeme dokazat specialni pfipad tvrzeni, které predstavuje velmi
silny topologicky vysledek, viz Véta 2.147.
Véta 2.146: Prostory R a R? nejsou homeomorfni.
Diikaz. Predpokladejme naopak, ze R a R? jsou homeomorfni a ozna¢me f : R — R? home-

omorfismus. Z prostoru R vyjméme néjaky pevné zvoleny bod a € R. Prostor R \ {a} neni
souvisly, protoZe to neni interval, viz Véta 2.131. Na druhou stranu R? \ {f(a)} je souvisly,
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protoze je kiivkové souvisly (rozmyslete), viz Véta 2.141. Nakonec si sta¢i uvédomit, Ze zobra-
zeni f za%ené na R \ {a} je homeomorfismem prostortt R \ {a} a R? \ {f(a)}. To je ale spor
s Vétou 2.130. Ol

Ideu dikazu Véty 2.146 1ze jednoduse rozsirit na prostory R a R™ s n > 2. Intuitivné lze
ocCekavat, ze ani R™ a R™ nebudou homeomorfni, pokud m # n. To je skute¢né pravda, ale du-
kaz tohoto tvrzeni vyzaduje mnohem sofistikované;jsi metody, konkrétné tzv. Vétu o invarianci
domén v R", kterou dokazal Brouwer v roce 1912 s vyuzitim Véty 2.120. Dukaz mtze ctenar
najit napt. v [15].

Véta 2.147: Jsou-li m,n € N am # n, potom prostory R a R" nejsou homeomorfni.

Podobné jako ve Vété 2.146 dokazeme, ze [0,1] a [0, 1] x [0, 1] nejsou homeomorfni, viz
Cvileni 2.52. Tzn., Ze neexistuje spojita bijekce z [0, 1] na [0, 1] x [0, 1], protoZe takové zobrazeni
by uz musel byt homeomorfismus, nebot [0, 1] je kompaktni, viz Cviceni 2.43.

Jen pro zajimavost poznamenejme na zavér, Ze existuji spojita zobrazeni ¢ : [0, 1] — [0, 1] X
[0, 1], ktera jsou surjektivni; tedy k¥ivky, které zcela vyplni ¢tverec [0, 1] x [0, 1]. Tyto kiivky jsou
definovany jako limity urcitych specifickym zptisobem konstruovanych posloupnosti kiivek
a patii mezi né napt. Hilbertova nebo Peanova kiivka, viz Obrazky 6 a 7. Z pfedchoziho odstavce
plyne, Ze tyto kiivky nemohou byt v zadném piipadé injektivni.

A

Obrazek 6: Prvnich Sest iteraci konstrukce Hilbertovy krivky.
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Obrazek 7: Prvnich ¢tyfi iterace konstrukce Peanovy kfivky.

2.7 Cviceni

Cviceni 2.1: DokaZte, Ze v normovaném prostoru (V|| - ||) plati nerovnost

ezl =Nyl < llz = yll
pro vSechny z,y € V. Z této nerovnosti plyne spojitost normy jakozto zobrazeni (V|| - ||) —
R:z— |z

Cviceni 2.2: Ukazte detailné, Ze zobrazeni || - ||, z Pfikladu 2.2 spliiuji vlastnosti z definice
normy. Trojuhelnikovou nerovnost ukazte jen pro specialni pfipady p = 2 a p = oo.

Cviceni” 2.3: Dokazte trojihelnikovou nerovnost pro || - ||, na C", je-lip € [1, 00).
(Hint: 1. Vyuzijte homogenity || - ||, a ukaZte, Ze sta¢i dokazat nerovnost

Az + (1= Nyll, <1, pro [zl, =1, [lyll, =1 a A <[0,1].

2. Dokazte nerovnost | At + (1 — A)s|” < At|P+(1—\)|s|P prot,s € Ra A € [0, 1], kter& plyne

z konvexnosti funkce f(t) := |t|?, a aplikujte ji k dikazu nerovnosti z kroku 1.)

Cviceni 2.4: Ukazte, ze pokud je p € (0, 1), zobrazeni || - ||, nespliiuje trojuhelnikovou nerov-
nost.

Cviceni 2.5: Dokazte, ze r-koule B, (r) se sttedem x € V' v normovaném prostoru (V, || - ||) je

konvexni mnozina, tzn. pro Vu,v € B,(r) aVA € [0,1] je Au + (1 — N)v € B,(r).

Cviceni 2.6: V metrickém prostoru (X, p) mizeme definovat uzavienou kouli o poloméru r >
0 se sttedem = € X vztahem C,(r) := {y € X | p(z,y) < r}. Ukaite, Ze rovnost C,(r) =
B, (1) obecné neplati v metrickém prostoru, ale plati v prostorech normovanych.

(Hint: Uvazujte diskrétni metriku.)

Cviceni 2.7: Ukazte, ze diskrétni topologie 7, je indukovana diskrétni metrikou p;.
Cviceni 2.8: Dokazte Vétu 2.29.

Cviceni 2.9: Dokoncete dukaz Véty 2.31.

Cviceni 2.10: Najdéte priklad ilustrujici, ze inkluze A° U B° C (A U B)° muze byt striktni.
Cviceni 2.11: Dokoncete dukaz Véty 2.34.

Cviceni 2.12: Najdéte ptiklad ilustrujici, Ze inkluze AN B C AN B muze byt striktni.
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Cviceni 2.13: Ukaite, Ze mezi mnozinami A° a (Z)O neplati ani jedna inkluze.

Cviceni 2.14: Dokazte inkluze 0(AUB) C 0AUOB ad(ANB) C 0ANOB a najdéte priklady
ilustrujici neplatnost opac¢nych inkluzi.

Cviceni 2.15: Uvazujte dvouprvkovou mnozinu X = {a, b} s trividlni topologii 7o a A = {a}.
Urcéete A’. Viimnéte si, Ze A’ neni uzaviena.

Cviceni 2.16: Uvazujte topologii na R tvofenou mnozinami {(r,o0) | z € R} spolus ) a R.
Urcete A°, A a A’ pro jednobodovou mnozinu A = {a} a pro interval A = (a, b).

Cviceni 2.17: Uvazujte topologii 7 na X = R danou systémem lokalnich bazi 5, = {U.(z) |
€ > 0} pro kazdé = € R, kde

Uc(z) == {x} U (—¢,¢).
Nejprve ovéite, ze (X, T) je Ty-prostor. Poté pro A = {0} ukazte, ze A’ = R\ {0} a Ze tato
mnozina neni uzaviena v (X, 7).

Cviceni 2.18: Ukaizte, Ze v obecném topologickém prostoru neplati inkluze (A") C A'.
(Hint: Uvazujte téiprvkovou mnozinu X = {a, b, ¢} s trivialni topologii 7y.)

Cviceni 2.19: Ukazte, ze X = {a, b} s trivialni topologii 7y neni Ty-prostor.

Cviceni 2.20: Ukazte, ze X = {a,b} s topologii 7 = {0, {a}, {a,b}} je To-prostor, ale neni
Ti-prostor.

Cviceni 2.21: Ukazte, ze X = R s topologii 77;, = {0} U{R\ F' | F C Rkonecna} je
T -prostor, ale neni 75-prostor.

Cviceni* 2.22: Uvazujte topologii 7 na X = R urfenou bazi
f={UCR|U=(a,b)neboU = (a,b) \ K,a < b}.

kde K := {1/n | n € N}. Ukaite, 7e (X, 7) je Tp-prostor. Dale ukazte, ze K je uzaviena
mnozina v (X, 7) a ze pro bod x = 0 a mnozinu K neplati axiom oddélitelnosti 75. Tzn., Ze
(X, 7) neni Ts-prostor.

Cviceni** 2.23 (Moorova polorovina s tetnymi kruhy): Uvazujte polorovinu X = {(z,y) €
R? | y > 0} s topologii 7 uréenou lokalnimi bazemi v kazdém bodé (x,y) € X néasledovné:

« Pro (z,y) € X sy > 0jeUdlx,y) := By(€),0 <e<y.
« Pro (2,0) € X je Uc(x) :== {(,0)} U Bz (€), € > 0.

Ukazte, ze (X, 7) je Ts-prostor, ale neni Ty-prostor.

Cviceni 2.24: Dokazte, ze topologicky prostor (X, 7) je Hausdorffuv, pravé kdyz pro kazdé
x € X plati:
{z} = H.
Hy

Cviceni” 2.25: Dokazte, ze topologicky prostor (X, 7) je regularni, pravé kdyz

(V€ X)(VH,)(3H,) (H, C H,) .
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Cviceni 2.26: Na mnoziné¢ X = Nuvazujte topologii7 = QU {{n,n+1,n+2,...} | n € N}.
Rozhodnéte, pro kterd n € N je {n} uzavfena a uréete {n}. Je (X, 1) Ty-prostor, resp. 7;-
prostor?

Cvigeni 2.27: UvaZzujte R? s obvyklou topologii. Spocitejte A’ a (A’)’ pro mnoZinu

A::{(i,l) e R?
m’'n

Cviceni 2.28: Dokoncete dukaz Véty 2.52.

m,nEN}.

Cviceni 2.29: Necht (X, p) je metricky prostor, A, B C X uzavfené a disjunktni mnoziny. Je
pravda, ze d(A, B) > 0?
Hint: Uvazujte napi. X = R? s euklidovskou metrikou p, a mnoZziny

A—Rx{0} a B:{Gé) x>0}.

Cviceni 2.30: Dokazte Vétu 2.56.

Cviceni 2.31: Necht (X, p) je metricky prostor a A C X. Dokazte, Ze zobrazeni f : X — R
definované vztahem f(x) := d(z, A) = inf{p(x,y) | y € A} je spojité.

Cviceni 2.32: Uvazujme identické zobrazeni f : (R,d) — (R, |-|),tj. f(z) = x, kde d oznaluje
diskrétni metriku. Rozhodnéte o spojitosti f a f~1.

Cviceni 2.33: Uvazujte intervaly (0, 1), [0, 1), (0, 1], [0, 1] jakoZto topologické podprostory R
s obvyklou topologii. Pro kazdou dvojici intervalti rozhodné, zda jsou homeomorfni.
(Hint: Pro dvojici [0, 1) a (0, 1] zkoumejte zobrazeni f(z) = 1 — z.)

Cviceni 2.34: Ukazte, Ze R a interval (a, b) vybavené obvyklou topologii, kde —oco < a < b <
00, jsou homeomorfni topologické prostory.

Cviceni 2.35: UkaZte, Ze otevieny jednotkovy kruh v R? a otevieny étverec (0, 1) x (0, 1) jsou
homeomorfni (jakoZto topologické podprostory R? s obvyklou topologii).

Cviceni 2.36: Uvazujte X = Z s topologii 7y, = {Z \ F' | F' C Z kone¢na}. Ukazte, ze
libovolna mnozina z (Z, 7:,) je kompaktni, kdezto uzaviené mnoziny jsou jen podmnoziny
konecné.

Cviceni 2.37: Necht (X, 7) je topologicky prostor a A, B C X kompaktni mnoziny. DokaZte,
ze

1. AU B je kompaktni,

2. AN B je kompaktni za piedpokladu, ze (X, 7) je T»-prostor.
(Hint: V dtikazu 2. tvrzeni pouzijte Vétu 2.81.)

Cviceni 2.38: Uvazujte mnozinu X = 7 U {—o00, o0} s topologii definovanou nasledovné:

U C X je oteviena &L v Z, nebo X \ U je kone¢na.

Dokazte, ze mnoziny A := ZU{oc} and B := ZU{—o0} jsou kompaktni, ale AN B kompaktni
neni.
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Cvi¢eni 2.39: UvaZujte mnozinu X = {0} UN? s topologii 7 uréenou lokalni bazi nasledovné.
Pro (m,n) € N?je Bunn = {(m,n)}, neboli viechny body N? jsou izolované. Systém [
okoli 0 tvofi mnoziny

{0} U{(m,n) | me N\ F,F C Nkone¢na ,n > N,,, N,,, € N}.

Vhodnym oéislovanim prvkt N? definujte posloupnost v (X, 7), jejiZ jedinou hromadnou hod-
notou je 0, ale ktera nema zadnou konvergentni podposloupnost.

Cviceni 2.40: Pfimo z definice kompaktnosti dokazte, Ze kompaktni metricky prostor je nutné
omezeny.

Cviceni 2.41: Najdéte priklad metrického prostoru, ktery je omezeny, ale neni totalné ome-
zeny.
(Hint: Uvazujte nekone¢nou mnozinu s diskrétni metrikou.)

Cviceni” 2.42: Uvazujte X = Q jako topologicky podprostor R s obvyklou topologii. Ukazte,
ze mnozina A = QN [0, 1] je uzavien4 a totalné omezena, avsak neni kompaktni v X.

Cviceni 2.43: Bud [ : (X, 7x) — (Y, 7v) spojité, (X, 7x) kompaktni a (Y, ) Hausdorffav.
Dokazte, Ze

1. je-li A C X uzavfend, potom je f(A) uzaviena,

2. je-li f bijekce, je f homeomorfismus.
Cviceni 2.44: Ovéfte vlastnosti kartézského souc¢inu mnozin:

. (AxC)N(BxD)=(ANC)x (BnND),

2. (AxC)U(BxD)cC(AUC)x (BUD,).

Na konkrétnim prikladu ukazte, Ze v druhém tvrzeni neplati rovnost.

Cviceni 2.45: Necht Jx a 5y jsou baze topologickych prostort (X, 7x) a (Y, 7y ). Dokazte, Ze

ﬁxxﬁy:{UXV|U€5x,V€ﬂy}

jebaze (X XY, 7x ® 1y)

Cviceni 2.46: Ukazte, Ze produktova topologie na R" (chapano jako kartézsky soucin prostora
R s obvyklou topologii) a obvykla topologie na R" jsou totozné.

Cviceni 2.47: Ukazte, Ze Bolzanova-Weierstrassova véta neplati v metrickych prostorech ani
v normovanych prostorech nekone¢né dimenze.

(Hint: a) Uvazujte napf. R s diskrétni metrikou a posloupnost {n}2° ;. b) Uvazujte linearni pro-
stor omezenych posloupnosti s normou ||z|| := max;ey |2;| a v ném posloupnost {e,, }°° ;, kde
(€n)i = 0;, (Kroneckerovo delta).)

Cviceni 2.48: Ukazte na piikladé, ze ani predpoklad kompaktnosti, ani pfedpoklad konvex-
nosti, nelze z Brouwerovy véty o pevném bodé vynechat.
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Cviceni 2.49: Dokazte, ze (X, 7) neni souvisly, pravé kdy?z existuji neprazdné mnoziny A, B C
X takové, Ze - o
ANB=ANB=0 a AUB=X.

Cviceni 2.50: Necht U je oteviena mnozina v R s obvyklou topologii. Dokazte, ze
1. U je spocetné sjednoceni otevienych intervalu,
2. U je spocetné sjednoceni uzavienych intervald,
3. U je spocetné sjednoceni polootevienych intervald, tj. intervala typu (a, b], nebo [a, b).

(Hint: 1. Pro z € U N Q definujte I, jako sjednoceni otevienych intervali (a,b) C U obsa-
hujicich = a ukazte, Ze I, je otevieny interval lezici v U. Pro x € U \ Q ukaite, Ze existuje
y € UNQtak, ze x € I,. Potom U = Uzepyngl,. 2. Ukazte, Ze kazdy otevieny interval je
spocetnym sjednocenim uzavienych intervald a pouzijte bod 1. 3. Postupujte analogicky jako
v bodé 2.)

Cviceni 2.51: Predpokladejme, Ze v prostoru (X, 7) je ddna mnozina A C X a ktivka ¢, které
spojuje vnitini a vnéjsi bod A, tzn. A° N [p] # 0 a (X \ A)° N [gp] # 0. Dokazte, ze ¢ protina
hranici A, tj. 9A N [p] # 0.

Cviceni 2.52: Dokazte, Ze interval [0, 1] a ¢tverec [0, 1] x [0, 1] nejsou homeomorfni.
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