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Úvod

Laplace·v operátor je ve spojitém p°ípad¥ operátor druhé derivace (v 1D), tedy pro funkce
diferencovatelné do druhého °ádu máme

∀f ∈ C2(R) : −∆f = −d2f

dx2
.

V diskrétním p°ípad¥ jde o sou£et operátoru dop°edné translace a operátoru zp¥tné translace na
prostoru komplexních dvojit¥ nekone£ných posloupností

∀x = {xn}n∈Z ⊂ C : (H0x)n = xn−1 + xn+1.

Takto zavedený diskrétní Laplace·v operátor se li²í od p°ímé diskrétní analogie spojitého La-
placeova operátoru o dvojnásobek identity, coº je z pohledu spektrální analýzy nepodstatná
modi�kace, protoºe zp·sobí pouze posunutí spektra na reálné p°ímce. Diskrétní a spojitý p°ípad
Laplaceova operátoru nalézají souvislost v numerické matematice. Schrödinger·v operátor do-
stáváme, kdyº k Laplaceovu operátoru p°i£teme n¥jaký potenciál. Tyto operátory mají zna£né
vyuºití v kvantové mechanice, kde hraje d·leºitou roli jejich spektrální analýza. Od po£átku
se v kvantové mechanice uvaºovaly pouze samosdruºené operátory, protoºe mají reálné spek-
trum, ale v posledních letech se za£aly vyuºívat i operátory nesamosdruºené. V této práci se ale
oprostíme od fyzikálních motivací a budeme se na ná² problém dívat £ist¥ z matematického hle-
diska. Spektrální analýza spojitých operátor· je známá a zna£n¥ pokro£ilá disciplína. Spektrální
analýza diskrétních operátor· není tak roz²í°ená, a proto v této práci p°edstavíme n¥které tech-
niky hledání spektra diskrétního nesamosdruºeného operátoru p°i jejich aplikaci na zkoumaný
operátor.

Hlavním cílem této bakalá°ské práce je spektrální analýza jednoparametrické t°ídy Schrödin-
gerových operátor· na `2(Z) s komplexním schodovitým potenciálem, kde se parametr vyskytuje
jako koe�cient u schodovitého potenciálu. Jedná se tedy o diskrétní a obecn¥ nesamosdruºený
operátor. Chceme podat diskrétní analogii výsledku z £lánku [3], kde je mimo jiné nalezeno
spektrum spojitého 1D Schrödingerova operátoru s potenciálem i sgn(x). Dal²ím úkolem je lo-
kalizace spektra poru²eného operátoru, kde poruchou rozumíme p°i£tení diagonálního operátoru
s `1 posloupností na diagonále.

V první kapitole shrneme základní poznatky z funkcionální analýzy, omezenost operátor·, je-
jichº maticové reprezentace jsou jednodu²e nekone£né strukturované matice, zejména Toeplitzova
a Hankelova. V poslední £ásti této kapitoly de�nujeme diskrétní a esenciální spektrum a mimo
jiné vyslovíme Birman·v�Schwinger·v princip, coº je st¥ºejní nástroj pro lokalizaci spektra po-
ru²eného operátoru.

Druhá kapitola je v¥nována p°edstavení zkoumaného operátoru, ukázání jeho základních
vlastností a p°edev²ím nalezení a klasi�kaci jeho spektra. Nejd·leºit¥j²ím krokem je konstrukce
Greenova jádra, pomocí které nalezneme rezolventu.
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T°etí kapitola shrnuje výsledky p°edchozí kapitoly a porovnává spektrum zkoumaného dis-
krétního operátoru se spojitým.

Ve £tvrté kapitole replikujeme výsledky £lánku [7], kde byly nalezeny tzv. spektrální obálky
diskrétního Schrödingerova operátoru s komplexním `1 potenciálem. P°i£teme tedy k na²emu
schodovitému potenciálu je²t¥ diagonální operátor, který má na diagonále `1(Z) posloupnost,
a hledáme mnoºinu, která obsahuje celé spektrum poru²eného operátoru, t.j. spektrální obálku.
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Kapitola 1

Teoretické poznatky

V této kapitole vyslovíme tvrzení a de�nice, které budou pot°ebné v dal²ích £ástech textu.
Nejprve p°ipome¬me pot°ebné de�nice a výsledky z kurz· FAN1 a FA2 na FJFI.

De�nice 1.1 (operátorová norma): Nech´ X je normovaný vektorový prostor a A ∈ B(X),
potom de�nujeme normu omezeného operátoru jako

‖A‖ = sup
‖x‖=1

‖Ax‖.

V¥ta 1.2 (Weylovo kritérium): Nech´ A ∈ B(H ) je normální operátor a λ ∈ C, potom platí

λ ∈ σ(A)⇐⇒ ∃{xn}∞n=1 ⊂H ; ∀n ∈ N : ‖xn‖ = 1 & lim
n→∞

‖(A− λ)xn‖ = 0.

Poznámka. Tvrzení lze ekvivalentn¥ zapsat

λ ∈ σ(A)⇐⇒ ∃{xn}∞n=1 ⊂H \ {0} : lim
n→∞

‖(A− λ)xn‖
‖xn‖

= 0.

De�nice 1.3 (Kompaktní operátor): Nech´ A ∈ B(H ). �ekneme, ºe A je kompaktní, jestliºe
zobrazuje omezené mnoºiny na prekompaktní. Mnoºinu v²ech kompaktních operátor· z B(H )
zna£íme K (H ).

V¥ta 1.4 (Riesz�Schauder): M¥jme kompaktní operátor A na Hilbertov¥ prostoru H nekone£né
dimenze. Potom:

1. 0 ∈ σ(A),

2. kaºdý nenulový bod spektra je vlastní hodnota, tj. σ(A) \ {0} ⊂ σp(A),

3. mnoºina vlastních hodnot je nejvý²e spo£etná,

4. v²echny nenulové vlastní hodnoty mají kone£nou násobnost,

5. spektrum má nejvý²e jeden hromadný bod λ = 0.
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KAPITOLA 1. TEORETICKÉ POZNATKY 10

1.1 Speciální druhy jednodu²e nekone£ných matic

Tato £ást bude v¥nována n¥kolika speci�ckým druh·m operátor· na `p(N0), jejichº maticové
reprezentace jsou jednodu²e nekone£né matice. Bude nás zajímat omezenost t¥chto operátor·.
V této £ásti budeme £erpat zejména z [6].

De�nice 1.5 (Toeplitzova matice): Nech´ a = {an}∞n=−∞ ⊂ C, potom de�nujeme Toeplitzovu

nekone£nou matici jako

T (a) := (am−n)∞m,n=0 =


a0 a−1 a−2 . . .
a1 a0 a−1 . . .
a2 a1 a0 . . .
...

...
...

. . .

 .

De�nice 1.6 (Hankelova matice): Nech´ b = {bn}∞n=0 ⊂ C, potom de�nujeme Hankelovu neko-
ne£nou matici jako

H(b) := (bm+n)∞m,n=0 =


b0 b1 b2 . . .
b1 b2 b3 . . .
b2 b3 b4 . . .
...

...
...

. . .

 .

Tvrzení 1.7 (Omezenost T (a)): Nech´ a ∈ `1(Z) a 1 ≤ p ≤ +∞, potom operátor na `p(N0),
jehoº maticovou reprezentací je T (a), je omezený a platí

‖T (a)‖p ≤ ‖a‖1.

D·kaz. V tomto d·kazu zna£í ‖ · ‖ vºdy `p(N0) normu bu¤ vektoru, nebo operátoru. Pro ∀n ∈ Z
de�nujme en = {δm,n}m∈Z a platí ∀n ∈ Z : ‖en‖1 = 1. Potom pro n¥jaké �xní n ≥ 0 má T (en)
tvar

T (en) =



0 0 0 . . .
... 0 0 . . .

0
... 0 . . .

1 0
...

. . .
0 1 0

0 1 0
. . . . . . . . .


,

kde jedni£ka v prvním sloupci je na n-tém °ádku, p°i£emº indexování za£íná nulou. T (en) p·sobí
na x = {xk}k∈N0 ∈ `p(N0) následovn¥:

T (en)x = {0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸
n

, x0, x1, . . . }.

Po£ítejme normu

‖T (en)x‖ =
(

0 + · · ·+ 0 +

∞∑
k=0

|xk|p
) 1
p

=
( ∞∑
k=0

|xk|p
) 1
p

= ‖x‖.



KAPITOLA 1. TEORETICKÉ POZNATKY 11

Pro n < 0 platí

T (en) =


0 . . . 0 1 0 . . .
0 0 . . . 0 1 0 . . .
0 0 0 . . . 0 1 0 . . .
...

...
...

. . . . . . . . .

 ,

kde jedni£ka v prvním °ádku je v n-tém sloupe£ku, dále platí

T (en)x = {x−n, x−n+1, . . . },

‖T (en)x‖ =
( ∞∑
k=−n

|xk|p
) 1
p ≤

(−n−1∑
k=0

|xk|p +

∞∑
k=−n

|xk|p
) 1
p

=
( ∞∑
k=0

|xk|p
) 1
p

= ‖x‖.

Z toho je z°ejmé, ºe ∀n ∈ Z : ‖T (en)‖ ≤ 1. Potom m·ºeme pro a = {an}n∈Z ∈ `1(Z) zapsat

T (a) =
∑
n∈Z

anT (en),

nebo´ °ada na pravé stran¥ konverguje ve stejnom¥rné topologii, jak plyne z odhadu

‖T (a)‖ =
∥∥∥∑
n∈Z

anT (en)
∥∥∥ ≤∑

n∈Z
|an|‖T (en)‖ ≤

∑
n∈Z
|an| = ‖a‖1.

Tvrzení 1.8 (Omezenost H(a)): Nech´ a ∈ `1(N0) a 1 ≤ p ≤ +∞, potom operátor na `p(N0),
jehoº maticovou reprezentací je H(a), je omezený a platí

‖H(a)‖p ≤ ‖a‖1.

D·kaz. V tomto d·kazu op¥t zna£í ‖ · ‖ vºdy `p(N0) normu. Znovu uvaºujme en = {δm,n}m∈N0 ,
tentokrát ale pro ∀n ∈ N0. Potom pro n¥jaké �xní n ≥ 0 má H(en) tvar

H(en) =



0 . . . 0 1 0 . . .
... 0 1 0 . . .
0 1 0 . . .

1 0
...

0
...

...


a pro x = {xk}k∈N0 ∈ `p(N0) platí

H(en)x = {xn, xn−1, . . . , x1, x0, 0, 0, . . . },

spo£t¥me normu

‖H(en)x‖ =
( n∑
k=0

|xk|p
) 1
p ≤

( ∞∑
k=0

|xk|p
) 1
p

= ‖x‖.

Tedy pro ∀n ∈ N0 : ‖H(en)‖ ≤ 1, tím máme v²e p°ipraveno pro ukázání hledané nerovnosti

‖H(a)‖ =
∥∥∥ ∑
n∈N0

anH(en)
∥∥∥ ≤ ∑

n∈N0

|an|‖H(en)‖ ≤
∑
n∈N0

|an| = ‖a‖1.
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P°íklad 1.9: Uvaºujme speciální p°íklad Hankelova operátoru s maticovou reprezentací danou
pro ∀m,n ∈ N0 : Hm,n(q) = qm+n, kde |q| < 1. Ukaºme, ºe H(q) ∈ B(`2(N0)) a ºe platí

‖H(q)‖2 ≤
1

1− |q|2
,

coº je mírn¥ lep²í odhad, neº dává Tvrzení 1.8.

�e²ení. V tomto p°íkladu zna£í ‖ · ‖ vºdy `2 normu. Zvolme ψ ∈ `2(N0) libovoln¥ pevn¥,

(H(q)ψ)n =
∞∑
m=0

Hm,n(q)ψm =
∞∑
m=0

qm+nψm = qn
∞∑
m=0

qmψm,

nyní spo£t¥me `2 normu

‖H(q)ψ‖2 =
∞∑
n=0

|(H(q)ψ)n|2 =
∞∑
n=0

|q|2n
∣∣∣ ∞∑
m=0

qmψm

∣∣∣2.
Poznamenejme, ºe sumy na pravé stran¥ nemají spole£né indexy. De�nujme pomocný vektor
φq := (1, q, q2, . . . ), potom

∞∑
n=0

|q|2n = ‖φq‖2 =
1

1− |q|2
,

∣∣∣ ∞∑
m=0

qmψm

∣∣∣ ≤ ( ∞∑
m=0

|q|m|ψm|
)

= 〈|φq|, |ψ|〉`2
C.-S.

≤ ‖φq‖‖ψ‖,

kde |φq|, |ψ| zna£í posloupnosti se £leny v absolutní hodnot¥. Celkem platí, ºe

‖H(q)ψ‖ ≤ ‖φq‖2‖ψ‖.

Tím dostáváme hledanou nerovnost

‖H(q)‖ ≤ ‖φq‖2 =
1

1− |q|2
.

Lemma 1.10: Nech´ p, q ∈ C, |p|, |q| < 1 a de�nujme operátor L = L(p, q) na `2(N) s maticovou
reprezentací ∀m,n ∈ N : Lm,n := pmqn. Potom L ∈ B

(
`2(N)

)
. De�nujeme-li πq := (q, q2, q3, . . . ),

platí ‖L‖ ≤ ‖πp‖‖πq‖.

D·kaz. V tomto d·kazu zna£í ‖ · ‖ vºdy `2 normu. Zvolme ψ ∈ `2(N) libovoln¥ pevn¥,

(Lψ)m =

∞∑
n=1

Lm,nψn =

∞∑
n=1

pmqnψn = pm
∞∑
n=1

qnψn.

Dále odhadn¥me normu

‖Lψ‖2 =

∞∑
m=1

|(Lψ)m|2 =

∞∑
m=1

|p|2m
∣∣∣ ∞∑
n=1

qnψm

∣∣∣2 =
∞∑
m=1

|p|2m
( ∞∑
n=1

|q|n|ψm|
)2

C.-S.

≤
∞∑
m=1

|p|2m
∞∑
n=1

|q|2n
∞∑
k=1

|ψk|2 = ‖πp‖2‖πq‖2‖ψ‖2,
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kde jsme v ozna£ené nerovnosti vyuºili Cauchy�Schwarzovu nerovnost. To implikuje

‖L‖ ≤ ‖πp‖‖πq‖.

Navíc platí

‖πp‖ =

√
|p|2

1− |p|2
, ‖πq‖ =

√
|q|2

1− |q|2
,

proto L je omezený operátor na `2(N), coº jsme cht¥li dokázat.

Poznámka. Z d·kazu je vid¥t, ºe hodnota normy L nezáleºí na po°adí argument· p, q.

1.2 �ukovského transformace

Vezm¥me λ ∈ C \ {0,±2}, potom existují dv¥ ξ ∈ C \ {0} tak, ºe

λ = ξ + ξ−1. (1.2.1)

Vynásobíme-li rovnici (1.2.1) ξ, dostaneme kvadratickou rovnici, u které dokáºeme explicitn¥
napsat dv¥ °e²ení závislá na λ, a to

ξ2 − λξ + 1 = 0 =⇒ ξ1,2 =
λ±
√
λ2 − 4

2
, (1.2.2)

z £ehoº plyne existence dvou °e²ení rovnice (1.2.1) pro λ 6= ±2. Jelikoº konstantní £len v kvad-
ratické rovnici je roven 1, platí ξ1ξ2 = 1 a z toho

|ξ1| ≤ 1⇐⇒ |ξ2| ≥ 1.

Pro λ = 2, resp. λ = −2, existuje jediné °e²ení rovnice (1.2.1) a to ξ = 1, resp. ξ = −1, pro nulu
°e²ení neexistuje ºádné.

�ukovského transformací rozumíme p°i°azení λ k tomu ξ, které je v absolutní hodnot¥ men²í
nebo rovno jedné. Toto p°i°azení není úpln¥ jednozna£né, nebo´ m·ºe nastat situace, kdy jsou
oba ko°eny na jednotkové kruºnici. K tomu, kam mapuje transformace takováto ξ, se vrátíme
pozd¥ji. Nyní zkoumejme blíºe chování této transformace, ξ ∈ C \ {0}, |ξ| ≤ 1 m·ºeme zapsat
v polárním tvaru jako

ξ = r cosϕ+ ir sinϕ, r ∈ (0, 1], ϕ ∈ [−π, π),

potom ξ−1 lze zapsat jako

ξ−1 =
1

r
cos(−ϕ) +

i

r
sin(−ϕ).

Dosa¤me do (1.2.1)

λ = r cosϕ+ ir sinϕ+
1

r
cos(−ϕ) +

i

r
sin(−ϕ)

=

(
r +

1

r

)
cosϕ+ i

(
r − 1

r

)
sinϕ. (1.2.3)
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Je vid¥t, ºe kdyº za�xujeme r 6= 1, dostaneme rovnici elipsy v komplexní rovin¥. Pro ilustraci
m·ºeme nahlédnout na obr. 1.1, kde jsou tyto elipsy vykresleny pro n¥kolik hodnot r. Poloºíme-li
r = 1, neboli |ξ| = 1, dostaneme

λ = 2 cosϕ.

Tedy pro ξ z jednotkové kruºnice dostaneme λ ∈ [−2, 2]. Snadno lze také nahlédnout, ºe pro λ ∈
[−2, 2] existují dv¥ ξ spl¬ující rovnici (1.2.1). Jedná se o vý²e zmín¥nou vadu na jednozna£nosti
p°i°azení λ a ξ. �ukovského transformace je tedy bijektivní zobrazení mezi mnoºinami

C \ [−2, 2] ←→ {ξ ∈ C | 0 < |ξ| < 1}.

−3 −2 −1 1 2 3

i

−i

2i

−2i

Obrázek 1.1: λ z (1.2.3) pro n¥kolik vybraných hodnot r

De�nice 1.11 (Úse£ka v komplexní rovin¥): Nech´ a, b ∈ C, potom zna£íme úse£ku v komplexní

rovin¥ mezi body a a b jako konvexní kombinaci t¥chto bod·

[a, b] := {at+ b(1− t) | t ∈ [0, 1]}.

1.3 Poruchová teorie

V této £ásti se budeme opírat o poznatky z knih [4] a [5]. Zavedeme diskrétní a esenciální spek-
trum a vyslovíme v¥ty pot°ebné k lokalizaci spektra poru²eného operátoru. Hlavním výsledkem
je Birman·v�Schwinger·v princip.

De�nice 1.12 (Esenciální spektrum): Nech´ A ∈ B(H ). Diskrétní spektrum de�nujeme jako
mnoºinu

σd(A) :=
{
λ ∈ C

∣∣ λ je izolovaná vlastní hodnota A, νa(λ) <∞
}
,

kde algebraickou násobností vlastní hodnoty λ rozumíme

νa(λ) := dim RanPλ, Pλ :=
1

2πi

∮
γλ

(
A− λ

)−1
dz.

Jordanova k°ivka γλ, podle které se integruje, je taková, ºe σ(A) \ {λ} ⊂ ext(γλ). Esenciální
spektrum de�nujeme jako

σess(A) := σ(A) \ σd(A).

Poznámka. Existuje alespo¬ 5 r·zných de�nic esenciálního spektra pro nesamosdruºené operá-
tory, viz [5]. My budeme pracovat s de�nicí z [4].
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Poznámka. Pro samosdruºený operátor A = A∗ ∈ B(H ) je de�nice zna£n¥ jednodu²²í.

λ ∈ σess(A) ⇐⇒ λ ∈ σ(A) & λ není izolovaná vlstní hodnota kone£né násobnosti,

kde násobností rozumíme νa(λ) = νg(λ) = dim Ker
(
A− λ

)
.

V¥ta 1.13: Nech´ V = diag
(
{vn}∞n=−∞

)
, potom

V ∈ K (H ) ⇐⇒ lim
n→±∞

vn = 0.

D·kaz. Protoºe V je diagonální matice, platí ∀n ∈ Z : vn ∈ σp(V ), a tedy {vn}∞n=−∞ ⊂ σ(V ),
ale spektrum je uzav°ená mnoºina a musí platit {vn}∞n=−∞ ⊂ σ(V ). Rovnost dokáºeme tak, ºe
ukáºeme, ºe dopln¥k této mnoºiny je obsaºený v rozolventní mnoºin¥. Zvolme λ ∈ C\{vn}∞n=−∞,
z toho plyne

dist
(
λ, {vn}∞n=−∞

)
=: d > 0 =⇒ ∀n ∈ Z : |vn − λ| ≥ d > 0.

Inverze diagonální matice (V − λ) je tvaru

∀n ∈ Z :
(
V − λ

)−1
en =

1

vn − λ
en =⇒

∥∥(V − λ)−1∥∥ ≤ 1

d
.

Tato implikace plyne z faktu, ºe
(
V − λ

)−1 je diagonální matice a v je omezená posloupnost

∥∥(V − λ)−1∥∥2 = sup
x∈`2(Z)
‖x‖=1

∥∥(V − λ)−1x∥∥2 = sup
x∈`2(Z)
‖x‖=1

∞∑
n=−∞

|xn|2

|vn − λ|2
≤ 1

d2
.

Celkem dostáváme

∀λ ∈ C \ {vn}∞n=−∞ : ∃
(
V − λ

)−1 ∈ B(`2(Z)) =⇒ C \ {vn}∞n=−∞ ⊂ ρ(V ).

V¥ta 1.4 nám dává bliº²í popis spektra kompaktního operátoru. Pro V ∈ K (`2(Z)) platí

σ(V ) =

{
{λ1, λ2, . . . , λk}, kde k ∈ N
{λn}∞n=−∞, limn→±∞ λn = 0.

De�nujme mnoºinu (σ(V ))′ := σ(V ) \ {vn}∞n=−∞, potom podle vyslovené v¥ty nastane jeden ze
dvou p°ípad·:

(σ(V ))′ = ∅, nebo (σ(V ))′ = {0}.

Z první moºnosti a faktu, ºe algebraická násobnost nenulových vlastních hodnot je kone£ná,
plyne to, ºe V má kone£n¥ mnoho nenulových vlastních hodnot. Zapí²eme-li spektrum V jako
dvojit¥ nekone£nou posloupnost {vn}∞n=−∞, platí

∃n0 ∈ N; ∀n ∈ Z, |n| > n0 : vn = 0 =⇒ lim
n→±∞

vn = 0.

Z druhé moºnosti a faktu, ºe {vn}∞n=−∞ je omezená posloupnost, plyne op¥t

lim
n→±∞

vn = 0.

Tím máme dokázanou první implikaci.
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Nyní p°edpokládejme, ºe limn→±∞ vn = 0. De�nujme Vn := PnV Pn, kde n ∈ N a Pn je
projekce na span(e−n, . . . , e0, . . . , en). Dimenze Vn je kone£ná, skute£n¥

dim RanVn ≤ dim RanPn = 2n+ 1 <∞ =⇒ Vn ∈ K (`2(Z)).

Vn konverguje stejnom¥rn¥ k V , nebo´

x ∈ `2(Z) : ((V − Vn)x)k =

{
vk |k| > n

0 |k| ≤ n
=⇒ ‖V − Vn‖ = sup

|k|>n
|vn|

n→∞−−−→ 0.

Tím je spln¥na posta£ující podmínka, aby V byl kompaktní operátor z [1, 6.1.6].

Lemma 1.14 ([4, Lemma 3, sec. XIII.4]): Nech´ A,B jsou omezené operátory spl¬ující

(a) A−B je kompaktní operátor,

(b)
(
σ(A)

)o
= ∅ v C,

(c) kaºdá komponenta souvislosti C \ σ(A) obsahuje bod z ρ(B).

Potom
σess(A) = σess(B).

D·kaz. Pro d·kaz se odkáºeme na [4].

Lemma 1.15: Nech´ A,B ∈ B(H ). Potom σ(AB) \ {0} = σ(BA) \ {0}.

D·kaz. Zvolme λ /∈ σ(AB) ∪ {0}, potom existuje omezená inverze k (AB − λ). Poloºme

C :=
1

λ

(
− I +B(AB − λ)−1A

)
,

kde I zna£í identický operátor. Z°ejm¥ C je omezený operátor. Ukaºme, ºe C je inverzí k (BA−λ),
skute£n¥

(BA− λ)C = − 1

λ
BA+ I +

1

λ
BAB(AB − λ)−1A−B(AB − λ)−1A

= I +
1

λ
B
(
− I +AB(AB − λ)−1 − λ(AB − λ)−1

)
A

= I +
1

λ
B
(
− I + (AB − λ)(AB − λ)−1

)
A = I +

1

λ
BOA = I,

C(BA− λ) = − 1

λ
BA+ I +

1

λ
B(AB − λ)−1ABA−B(AB − λ)−1A

= I +
1

λ
B
(
− I + (AB − λ)−1AB − λ(AB − λ)−1

)
A

= I +
1

λ
B
(
− I + (AB − λ)−1(AB − λ)

)
A = I +

1

λ
BOA = I,

kde O zna£í nulový operátor. Dostáváme ρ(AB) \ {0} ⊂ ρ(BA), tato inkluze bude stále platit,
kdyº z pravé strany vyjmeme nulu ρ(AB)\{0} ⊂ ρ(BA)\{0}, prohozením po°adí A,B dostaneme
opa£nou inkluzi. Potom p°echodem k dopl¬k·m dostáváme tvrzení lemma.
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V¥ta 1.16 (Birman�Schwinger): Nech´ H,V ∈ B(H ), λ ∈ ρ(H). V rozloºíme tak, aby byl
sloºením dvou omezených operátor· V = AB, A,B ∈ B(H ), a poloºme

K(λ) := B(H − λ)−1A.

Potom

1. λ ∈ σp(H + V ) =⇒ −1 ∈ σp(K(λ)),

2. V ∈ K (H ) & − 1 ∈ σp(K(λ)) =⇒ λ ∈ σp(H + V ).

D·kaz. Dokaºme nejd°íve první ze dvou bod·. Zvolme λ ∈ σp(H + V ), potom existuje nenulové
ψ ∈H takové, ºe

(H + V )ψ = λψ ⇐⇒ (H − λ)ψ = −V ψ. (1.3.1)

Protoºe λ ∈ ρ(H), existuje inverzní operátor k (H − λ) a dostáváme

−ψ = (H − λ)−1V ψ = (H − λ)−1ABψ.

Dále na rovnici aplikujme B a ozna£me φ := Bψ

−φ = B(H − λ)−1Aφ = K(λ)φ. (1.3.2)

φ je nenulový vektor. Pro spor p°edpokládejme opak,

φ = 0 =⇒ Bψ = 0
A·

==⇒ V ψ = 0
(1.3.1)

====⇒ Hψ = λψ =⇒ λ ∈ σp(H).

Tím dostáváme spor s p°edpokladem λ ∈ ρ(H). Protoºe φ 6= 0, z rovnice (1.3.2) vyplývá, ºe −1
je vlastní hodnotou K(λ).

Nyní p°ejd¥me k d·kazu druhého bodu. �íslo −1 je vlastní hodnotou K(λ) a tedy i prvkem
spektra, potom díky Lemma 1.15 platí −1 ∈ σ

(
(H−λ)−1AB

)
. Protoºe V je kompaktní operátor,

je i (H − λ)−1V kompaktní. Z V¥ty 1.4 vyplývá, ºe −1 je vlastní hodnotou (H − λ)−1V , a tedy

∃ψ 6= 0 : (H − λ)−1V ψ = −ψ.

Aplikujme-li na rovnici (H − λ), dostaneme

∃ψ 6= 0 : (H + V )ψ = λψ,

to jest λ ∈ σp(H + V ), coº jsme cht¥li ukázat.

Poznámka. Operátor K(λ) z V¥ty 1.16 nazýváme Birmann·v�Schwinger·v operátor.

D·sledek 1.17: P°i stejných p°edpokladech a zna£ení jako v p°edchozí v¥t¥ platí implikace

λ ∈ σp(H + V ) =⇒ ‖K(λ)‖ ≥ 1.

D·kaz. D·kaz je z°ejmý po obm¥n¥ implikace

‖K(λ)‖ < 1 =⇒ −1 /∈ σ(K(λ)) =⇒ λ /∈ σp(H + V ).



Kapitola 2

Spektrální analýza operátoru Hα

Uvaºujme Hilbert·v prostor kvadraticky s£ítatelných dvojit¥ nekone£ných komplexních po-
sloupností

`2(Z) =
{
{xn}∞n=−∞

∣∣ ∞∑
n=−∞

|xn|2 <∞
}
,

na n¥mº zavedeme standardní ON bázi

∀n ∈ Z : en := {δk,n}∞k=−∞.

Diskrétní Schrödinger·v operátor s komplexním schodovitým potenciálem budeme zna£it Hα

a bude závislý na volném komplexním parametru α. {Hα}α∈C je tedy jednoparametrická t°ída
operátor·. Hα de�nujeme pro ∀x ≡ {xn}∞n=1 ∈ `2(Z) následovn¥

(Hαx)n =

{
xn−1 + xn+1 n < 0,

xn−1 + αxn + xn+1 n ≥ 0.

Operátor Hα má maticovou reprezentaci

Hα =



. . . . . . . . .
1 0 1

1 α 1
1 α 1

. . . . . . . . .

 .

Z°ejm¥ pro α /∈ R není Hα samosdruºený operátor, protoºe H∗α = Hα. Pro p°ípad α /∈ R se
dokonce nejedná ani o normální operátor:(
HαH

∗
α

)
−1,0 = (Hα)−1,−2(H

∗
α)−2,0 + (Hα)−1,−1(H

∗
α)−1,0 + (Hα)−1,0(H

∗
α)0,0 = 1 · 0 + 0 · 1 + α,(

H∗αHα

)
−1,0 = (H∗α)−1,−2(Hα)−2,0 + (H∗α)−1,−1(Hα)−1,0 + (H∗α)−1,0(Hα)0,0 = 1 · 0 + 0 · 1 + α.

Hα je omezený operátor, skute£n¥

Hα = D + αS +D∗,

kde
∀n ∈ Z : Den := en−1, D∗en = en+1,

18
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∀n ≥ 0 : Sen := en, ∀n < 0 : Sen := 0.

Z°ejm¥ platí

‖D‖ = ‖S‖ = ‖D∗‖ = 1 =⇒ ‖Hα‖ ≤ ‖D‖+ |α|‖S‖+ ‖D∗‖ = 2 + |α|.

Uve¤me postup hledání spektra:

1. Ukáºeme, ºe bodové spektrum je prázdné.

2. Ukáºeme, ºe reziduální spektrum je prázdné.

3. Nalezneme vhodnou podmnoºinu rezolventní mnoºiny operátoru.

4. Ukáºeme, ºe dopln¥k této mnoºiny je podmnoºinou spektra.

2.1 Bodové spektrum

Komplexní £íslo λ náleºí bodovému spektruHα, práv¥ kdyº existuje nenulový prvek x z `2(Z),
který spl¬uje rovnici na vlastní £ísla Hαx = λx. Tu lze rozepsat

λxn = xn−1 + xn+1 n < 0,

(λ− α)xn = xn−1 + xn+1 n ≥ 0.
(2.1.1)

De�nujme pomocnou posloupnost

κn :=

{
λ n < 0,

λ− α n ≥ 0,

pomocí které dokáºeme (2.1.1) zapsat v kompaktn¥j²ím tvaru

∀n ∈ Z : κnxn = xn+1 + xn−1. (2.1.2)

Jedná se o diferen£ní rovnici druhého °ádu, jejíº mnoºina °e²ení v prostoru dvojit¥ nekone£ných
komplexních posloupností má dimenzi 2. Pro její vy°e²ení aplikujeme �ukovského transformaci
na λ a λ− α separátn¥

λ = ξ + ξ−1, λ− α = η + η−1. (2.1.3)

Je nutné podotknout, ºe parametry η a ξ nejsou vzájemn¥ nezávislé. Touto transformací jsme
si úlohu zjednodu²ili natolik, ºe obecné °e²ení dokáºeme najít v jednoduchém tvaru. P°edpoklá-
dejme, ºe ξ 6= ±1 a η 6= ±1, k t¥mto okrajovým p°ípad·m se vrátíme pozd¥ji. Pro n ≤ −2 °e²í
diferen£ní rovnici (2.1.1) posloupnosti xn = ξn a xn = ξ−n a pro n ≥ 1 jsou °e²eními posloupnosti
xn = η−n a xn = ηn, skute£n¥

λxn = (ξ + ξ−1)ξn = ξn+1 + ξn−1 = xn+1 + xn−1

λxn = (ξ + ξ−1)ξ−n = ξ−n+1 + ξ−n−1 = xn+1 + xn−1
n ≤ −2,

(λ− α)xn = (η + η−1)ηn = ηn+1 + ηn−1 = xn+1 + xn−1

(λ− α)xn = (η + η−1)η−n = η−n+1 + η−n−1 = xn+1 + xn−1
n ≥ 1.
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Obecné °e²ení je tedy tvaru

xn = Aξn +Bξ−n n < 0,

xn = Cηn +Dη−n n ≥ 0,
(2.1.4)

kde dv¥ ze £ty° konstant A,B,C,D ur£íme z napojení t¥chto £áste£ných °e²ení. Vyhodnotíme je
dosazením obecného °e²ení (2.1.4) do rovnice na vlastní £ísla (2.1.1) v indexech n ∈ {−1, 0}.

n = −1 : Aξ−2 +Bξ2 + C +D = (ξ + ξ−1)(Aξ−1 +Bξ)

A+B = C +D, (2.1.5)

n = 0 : Aξ−1 +Bξ + Cη +Dη−1 = (η + η−1)(C +D)

Aξ−1 +Bξ = Cη−1 +Dη. (2.1.6)

Ode£tením ξ násobku rovnice (2.1.5) od rovnice (2.1.6) získáme vyjád°ení A a obdobn¥ pro B,
C a D, za p°edpokladu, ºe η 6= η−1, resp. ξ 6= ξ−1, jehoº opak by vedl k tvrzení, ºe |η| = 1, resp.
|ξ| = 1, tím se v tuto chvíli zabývat nebudeme,

A = C
η−1 − ξ
ξ−1 − ξ

+D
η − ξ
ξ−1 − ξ

, B = C
η−1 − ξ−1

ξ − ξ−1
+D

ξ − η−1

ξ − ξ−1
,

C = A
ξ−1 − η
η−1 − η

+B
ξ − η
η−1 − η

, D = A
ξ−1 − η−1

η − η−1
+B

ξ − η−1

η − η−1
.

De�nujme dv¥ pomocné mnoºiny dvojit¥ nekone£ných posloupností

`2(+∞) : =
{
{xn}n∈Z ⊂ C

∣∣∣ +∞∑
n=0

|xn|2 <∞
}
,

`2(−∞) : =
{
{xn}n∈Z ⊂ C

∣∣∣ 0∑
n=−∞

|xn|2 <∞
}
.

Volbou dvou ze £ty° parametr· (zbylé dva uº jsou nutn¥ ur£eny podmínkou navázání) dostaneme
dv¥ speci�cká °e²ení rovnice na vlastní £ísla, ozna£me je y a z,

yn =

∣∣∣∣A = 0
B = 1

∣∣∣∣ =

ξ
−n n < 0,

ξ−η
η−1−ηη

n + ξ−η−1

η−η−1 η
−n n ≥ 0,

(2.1.7)

zn =

∣∣∣∣C = 1
D = 0

∣∣∣∣ =


η−1−ξ
ξ−1−ξ ξ

n + η−1−ξ−1

ξ−ξ−1 ξ−n n < 0,

ηn n ≥ 0,
(2.1.8)

o kterých m·ºeme °íct, ºe

|ξ| < 1⇐⇒ y ∈ `2(−∞),

|η| < 1⇐⇒ z ∈ `2(+∞).
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Ov¥°me jejich lineární nezávislost:

∣∣∣∣ y0 z0
y1 z1

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣
ξ−η
η−1−η + ξ−η−1

η−η−1 1

ξ−η
η−1−ηη + ξ−η−1

η−η−1 η
−1 η

∣∣∣∣∣∣
=

ξ − η
η−1 − η

η +
ξ − η−1

η − η−1
η − ξ − η

η−1 − η
η − ξ − η−1

η − η−1
η−1 = ξ − η−1 6= 0.

y a z jsou lineárn¥ nezávislé, práv¥ kdyº η−1 6= ξ, opak by vedl k tvrzení, ºe α = 0, kterým se
zabývat nebudeme. Skute£n¥

ξ + ξ−1 − α = η + η−1

ξ + ξ−1 − α = ξ−1 + ξ

α = 0.

M·ºeme tedy tvrdit, ºe y a z jsou lineárn¥ nezávislé a libovolné °e²ení rovnice (2.1.1) m·ºeme
zapsat jako lineární kombinaci y a z. Ukáºeme, ºe neexistuje nenulové °e²ení leºící v `2(Z).
Vezm¥me x = ay + bz, kde a, b ∈ C,

xn =

aξ
−n + b

(
η−1−ξ
ξ−1−ξ ξ

n + η−1−ξ−1

ξ−ξ−1 ξ−n
)

n < 0,

a
(

ξ−η
η−1−ηη

n + ξ−η−1

η−η−1 η
−n
)

+ bηn n ≥ 0,

to je jist¥ °e²ení rovnice (2.1.1), a p°edpokládejme, ºe x ∈ `2(Z), dále z de�nice �ukovkého
transformace p°edpokládáme, ºe |ξ| ≤ 1, |η| ≤ 1. Platí

x ∈ `2(Z) =⇒ x ∈ `2(−∞) & x ∈ `2(+∞).

Pro |ξ| = 1, resp. |η| = 1, a a, b 6= 0, není spln¥na nutná podmínka konvergence °ad

∞∑
n=0

|xn|2, resp.
−1∑

n=−∞
|xn|2,

tím dojdeme ke sporu s p°edpokladem x ∈ `2(Z). Nyní uvaºujme pouze p°ípad |ξ| < 1, |η| < 1,
potom £len s ξn je v sum¥ pro záporné indexy podstatn¥ divergentní. Abychom byli v souladu
s p°edpokladem x ∈ `2(−∞), musí být tento £len vynulován, toho docílíme, kdyº nastane jedna
z moºností

b = 0, nebo
η−1 − ξ
ξ−1 − ξ

= 0.

Druhá moºnost se redukuje na η−1 = ξ, coº je ekvivalentní s tvrzením, ºe α = 0. Spektrum
operátoru H0 je dob°e známe a tímto p°ípadem se tedy zabývat nebudeme. V sum¥ pro kladné
indexy je podstatn¥ divergentní £len s η−n. Aby byl vynulován, musí nastat jedna ze dvou
moºností

a = 0, nebo
ξ − η−1

η − η−1
= 0.

Op¥t se druhou moºností nebudeme zabývat. Dostáváme tedy, ºe

x ∈ `2(Z) ⇐⇒ a = 0 & b = 0 ⇐⇒ ∀n ∈ Z : xn = 0.
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Nyní vy°e²me okrajové p°ípady ξ = ±1, η = ±1 a jejich kombinace. Nejprve zvolme p°ípad
ξ = −1 a η 6= ±1, pro indexy n ≤ −2 °e²í diferen£ní rovnici (2.1.1) posloupnosti xn = (−1)n

a xn = n(−1)n, skute£n¥

λxn = −2(−1)n = (−1)n+1 + (−1)n−1 = xn+1 + xn−1

λxn = −2n(−1)−n = −(2n− 1 + 1)(−1)n

= (n+ 1)(−1)n+1 + (n− 1)(−1)n−1 = xn+1 + xn−1

n ≤ −2.

Pro indexy n ≥ 1 jiº známe °e²ení ve tvaru xn = η−n a xn = ηn. �e²ení pro v²echny indexy je
tedy tvaru

xn = A(−1)n +Bn(−1)−n n < 0,

xn = Cηn +Dη−n n ≥ 0.
(2.1.9)

Z°ejm¥, aby x ∈ `2(Z), musí A,B = 0. Pokud |η| = 1 a C,D 6= 0, není op¥t spln¥na nutná
podmínka konvergence °ady s indexy na okolí +∞. Pokud |η| < 1 a x má být nenulové °e²ení
rovnice (2.1.1) leºící v `2(Z), musí platit A,B,D = 0 a D 6= 0. Tím se ale dostaneme do sporu
s podmínkou na koe�cienty A,B,C,D, kterou dostaneme dosazením °e²ení (2.1.9) do (2.1.1) pro
n = −1

A− 2B + Cη0 +Dη0 = −2(A−B)

A− 4B + C +D = 0.

Nyní zvolme ξ = −1 a η = 1, potom °e²ení pro v²echny indexy je tvaru

xn = A(−1)n +Bn(−1)−n n < 0,

xn = C +Dn n ≥ 0.

Z°ejm¥ °e²ení tohoto tvaru v `2(Z) je pouze triviální. Ostatní okrajové p°ípady a jejich kombinace
by se °e²ily analogicky.

Tvrdíme tedy, ºe neexistuje nenulové °e²ení rovnice na vlastní £ísla (2.1.1) takové, které by
leºelo v `2(Z). Tím jsme ukázali, ºe bodové spektrum je prázdné

σp(Hα) = ∅.

2.2 Reziduální spektrum

Sdruºený operátor k Hα má tvar H∗α = Hα. Podle de�nice reziduálního spektra

λ ∈ σr(Hα)⇐⇒ λ /∈ σp(Hα) & Ran(Hα − λ) 6= `2(Z).

O bodovém spektru uº víme, ºe je prázdné, podívejme se tedy blíºe na druhou podmínku

Ran(Hα − λ) 6= `2(Z) ⇐⇒ Ker(Hα − λ)∗ 6= {0} (2.2.1)

⇐⇒ Ker(H∗α − λ) 6= {0}
⇐⇒ λ ∈ σp(H∗α) ≡ σp(Hα)

⇐⇒ λ ∈ σp(Hα). (2.2.2)
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Rozeberme nejd°íve první ekvivalenci (2.2.1), protoºe není triviální. Pro omezený operátor B na
Hilbertov¥ prostoru platí

KerB∗ = (RanB)⊥.

To zaru£uje platnost následující implikace, ze které je platnost ekvivalence (2.2.1) z°ejmá

(Ran(Hα − λ))⊥ = Ker(Hα − λ)∗ =⇒ Ran(Hα − λ) = (Ker(Hα − λ)∗)⊥.

Také se blíºe podívejme na poslední ekvivalenci (2.2.2)

λ ∈ σp(Hα) ⇐⇒ ∃ψ ∈ l2(Z), ψ 6= 0 : Hαψ = λψ

⇐⇒ ∃ψ ∈ l2(Z), ψ 6= 0 : Hαψ = λψ)

⇐⇒ λ ∈ σp(Hα).

Celkem tedy m·ºeme o prvku z reziduálního spektra °íci, ºe

λ ∈ σr(Hα) ⇐⇒ λ /∈ σp(Hα) & λ ∈ σp(Hα)

⇐⇒ λ ∈ (σp(Hα))c ∩ σp(Hα)

⇐⇒ λ ∈ ∅.

Neboli reziduální spektrum zkoumaného operátoru je prázdné

σr(Hα) = ∅.

2.3 Spojité spektrum

Tato sekce bude obsáhlej²í neº ty p°edchozí, proto je d·leºité si pro p°ehlednost nastínit
postup. V p°edchozích dvou sekcích jsme ukázali, ºe σ(Hα) = σc(Hα). Sta£í tedy nalézt rezol-
ventní mnoºinu operátoru Hα a tím bude spektrum pln¥ ur£eno. Nejd°íve de�nujeme vhodného
kandidáta na rezolventní mnoºinu, tuto mnoºinu budeme zna£it X, následn¥ pomocí Greenova
jádra ukáºeme, ºe X ⊂ ρ(Hα). Druhým krokem bude dokázat opa£nou inkluzi X ⊃ ρ(Hα), toho
docílíme pomocí Weylova kritéria.

De�nice mnoºiny X

P°ipome¬me °e²ení diferen£ní rovnice na vlastní £ísla y (2.1.7) a z (2.1.8), která jsou závislá
na ξ a η, pokud jsou navíc ξ a η v absolutní hodnot¥ men²í neº 1, lze jim jednozna£n¥ p°i°adit
λ dle (2.1.3). Dále víme, ºe platí

|ξ| < 1⇐⇒ y ∈ `2(−∞),

|η| < 1⇐⇒ z ∈ `2(+∞).

Zajistíme-li ob¥ podmínky |ξ| < 1, |η| < 1, budeme mít dva vektory vhodné pro pouºití v Gree-
nov¥ jád°e. Práv¥ zaji²t¥ní t¥chto dvou podmínek nám de�nuje mnoºinu X, kandidáta na rezol-
ventní mnoºinu operátoru,

|ξ| < 1 =⇒ ξ + ξ−1 ∈ C \ [−2, 2],

η + η−1 + α ∈ C \ [−2, 2],

|η| < 1 =⇒ η + η−1 ∈ C \ [−2, 2],

η + η−1 + α ∈ C \ [−2 + α, 2 + α],
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Celkem platí

|ξ| < 1 & |η| < 1 =⇒ λ ≡ η + η−1 + α ∈ C \
(
[−2, 2] ∪ [−2 + α, 2 + α]

)
.

De�nujme mnoºinu X následovn¥

X := C \
(
[−2, 2] ∪ [−2 + α, 2 + α]

)
.

De�nice Greenova jádra

V této £ásti se budeme opírat o poznatky z [2]. Tento text pojednává o spektrálních vlast-
nostech Jacobiho operátor·, tj. operátor·, jeº mají tridiagonální maticovou reprezentaci. Hα je
Jacobiho operátor. Konkrétn¥ budeme vyuºívat Greenovo jádro pro nalezení rezolventní mnoºiny
operátoru Hα. Toto tvrzení, jak je vysloveno v [2], p°edpokládá samosdruºenost operátoru, je ale
z°ejmé, ºe pro volbu α /∈ R operátor Hα tento p°edpoklad nespl¬uje. Budeme postupovat tak,
ºe se konstrukcí Greenova jádra inspirujeme a ukáºeme, ºe Greenovo je rezolventou Hα i pro ná²
speciální p°ípad. Tedy musíme ukázat, ºe se jedná o omezený operátor a je inverzí k (Hα − λ).
Tím ukáºeme, ºe X ⊂ ρ(Hα). Tato konstrukce vyºaduje vektory y a z z de�nice mnoºiny X.
Greenovo jádro G(λ) nabývá pro indexy m,n ∈ Z hodnot

Gm,n(λ) =
1

wk(y, z)

{
znym m ≤ n,
zmyn m > n,

kde w ≡ wk(y, z) = zk+1yk − zkyk+1, k ∈ Z. w se nazývá Wronskián a je z°ejmé, ºe je nenulový
práv¥ tehdy, kdyº y a z jsou lineárn¥ nezávislé, tuto podmínku uº jsme ov¥°ili d°íve. Za zmínku
také stojí fakt, ºe zna£íme G jako závislé na λ, skute£n¥ to tak je, ale tato závislost je schovaná
ve vektorech y a z, které jsou samy de�novány pomocí ξ a η, ty jsou jednozna£n¥ ur£eny λ ∈ X.
Stejn¥ je závislý i Wronskián na λ.

D·leºitý poznatek o Wronskiánu wk(y, z) je fakt, ºe je nezávislý na k. Skute£n¥, zvolme
libovolné k ∈ Z a p°ipome¬me rovnici na vlastní £ísla (2.1.2), ze které vyjád°íme xn+1 = κnxn−
xn−1, potom

wk(y, z) = zk+1yk − zkyk+1 = (κkzk − zk−1)yk − zk(κkyk − yk−1)
= κkzkyk − zk−1yk − zkκkyk + zkyk−1 = zkyk−1 − zk−1yk = wk−1(y, z).

Rovnají se tedy dva sousední indexy, z £ehoº díky libovolnosti k plyne, ºe se rovnají v²echny. To
nás oprav¬uje nepsat u Wronskiánu spodní index.

Pro p°ehlednost p°í²tích úvah de�nujme G̃ := wG. Neº budeme dále pokra£ovat, podívejme
se, jak vypadá maticová reprezentace G̃:

G̃ =



. . .
...

...
...

...
...

...
. . . z−2y−2 z−1y−2 z0y−2 z1y−2 z2y−2 . . .
. . . z−1y−2 z−1y−1 z0y−1 z1y−1 z2y−1 . . .

. . . z0y−2 z0y−1 z0y0 z1y0 z2y0 . . .

. . . z1y−2 z1y−1 z1y0 z1y1 z2y1 . . .

. . . z2y−2 z2y−1 z2y0 z2y1 z2y2 . . .
...

...
...

...
...

...
. . .


. (2.3.1)
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Omezenost operátoru G(λ)

Nejd°íve poznamenejme, ºe operátor G je omezený, práv¥ kdyº je G̃ omezený. Pro jednodu-
chost zápisu budeme omezenost zkoumat na operátoru G̃. Postupovat budeme tak, ºe G̃ rozd¥líme
na £ty°i r·zné operátory, které nám v sou£tu dají G̃, toho docílíme pomocí projektor· P , resp.
Q, jeº jsou projekce na span

(
{en}n∈N0

)
, resp. span

(
{e−n}n∈N

)

P =


0 0

0
1

1
. . .


, Q = I − P =



. . .
1

1

0

0 0


.

Zapi²me G̃ blokov¥, bloky budou de�novány d¥lícími £arami v (2.3.1),

G̃ =

(
A B

C D

)
.

Nyní chceme odd¥lit jednotlivé bloky, toho docílíme násobením G̃ vý²e uvedenými projekcemi:

PG̃P =

(
0 0

0 I

)(
A B

C D

)(
0 0

0 I

)
=

(
0 0

0 I

)(
0 B

0 D

)
=

(
0 0

0 D

)
,

QG̃P =

(
0 B

0 0

)
, P G̃Q =

(
0 0

C 0

)
, QG̃Q =

(
A 0

0 0

)
.

Skute£n¥
G̃ = PG̃P +QG̃P + PG̃Q+QG̃Q.

Podívejme se nejd°íve na s£ítanec PG̃P . Ukaºme, ºe zobrazení

Φ : B
(
`2(N0)

)
−→ B

(
`2(Z)

)
: M 7−→

(
0 0

0 M

)

je izometrie. Dokaºme tvrzení ∀M ∈ B
(
l2(N0)

)
: ‖Φ(M)‖ = ‖M‖. Ukáºeme pomocí dvou

nerovností

‖M‖ = sup
‖x‖=1
x∈l2(N0)

‖Mx‖ = sup
‖x̃‖=1
x̃∈`2(Z)
x̃n=0,n<0

‖Φ(M)x̃‖ ≤ sup
‖x̃‖=1
x̃∈`2(Z)

‖Φ(M)x̃‖ = ‖Φ(M)‖.

Pro ukázání opa£né nerovnosti si uv¥domme, jak p·sobí P na x ∈ `2(Z):

(Px)n =

{
0 n < 0,

xn n ≥ 0,

navíc platí, ºe ‖Px‖ ≤ ‖x‖. Nech´ x ∈ `2(Z) takové, ºe ‖x‖ = 1, potom

‖Φ(M)x‖ =

∥∥∥∥ 0
M(Px)

∥∥∥∥ = ‖M(Px)‖ ≤ ‖M‖‖Px‖ ≤ ‖M‖.
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To uº implikuje ‖Φ(M)‖ ≤ ‖M‖ a celkem dostáváme rovnost, z £ehoº vyplývá, ºe Φ je izometrie.
M·ºeme tedy tvrdit, ºe ‖PG̃P‖ = ‖D‖.

Napi²me explicitn¥, jak vypadají prvky D. Nech´ m,n ∈ N0

Dm,n =

{
znym m ≤ n,
zmyn m > n.

P°ipome¬me, jak vypadají posloupnosti y a z zúºené na N0, navíc pro p°ehlednost zave¤me
konstanty a := ξ−η

η−1−η a b := ξ−η−1

η−η−1 ,

yn =
ξ − η
η−1 − η

ηn +
ξ − η−1

η − η−1
η−n = aηn + bη−n, zn = ηn.

Dosa¤me do D:

Dm,n =

{
ηn(aηm + bη−m) = aηn+m + bηn−m m ≤ n,
ηm(aηn + bη−n) = aηm+n + bηm−n m > n.

Pro m ≤ n je n −m ≥ 0 a pro m > n je m − n > 0, zapi²me tento exponent jednodu²eji pro
∀m,n ∈ N0 pomocí absolutní hodnoty,

Dm,n = aηn+m + bη|n−m|.

Nyní p°ipome¬me zna£ení Toeplitzovy a Hankelovy matice z De�nic 1.5 a 1.6 a de�nujme po-
mocné posloupnosti

q :=
{
η|n|
}
n∈Z a q̃ :=

{
ηn
}
n∈N0

.

Potom D je lineární kombinací Toeplitzovy a Hankelovy matice,

D = aH(q̃) + bT (q).

A tedy pro normu platí

‖PG̃P‖ = ‖D‖ ≤ |a|‖H(q̃)‖+ |b|‖T (q)‖ <∞,

kde kone£nost ‖T (q)‖, resp. ‖H(q̃)‖, plyne z Tvrzení 1.7, resp. 1.8.
Jako dal²í s£ítanec vezm¥me QG̃Q. Zave¤me p°eindexování matice A, nenulového bloku

dvojit¥ nekone£né matice QG̃Q, pro m,n ∈ N : A−−m,n := A−m,−n. De�nujme zobrazení

Ψ : B
(
l2(N)

)
−→ B

(
`2(Z)

)
: M−− 7−→

(
M 0

0 0

)
.

Zobrazení Ψ je izometrie, postupovalo by se stejn¥ jako u d·kazu izometrie Φ. Platí tedy, ºe
‖QG̃Q‖ = ‖A−−‖. Uvaºujme m,n ∈ N, potom matice A a matice A−− mají tvar

A−m,−n =

{
z−ny−m −m ≤ −n,
z−my−n −m > −n,

A−−m,n =

{
z−ny−m m ≥ n,
z−my−n m < n.

P°ipome¬me posloupnosti y a z zúºené na záporné indexy a op¥t pro p°ehlednost zave¤me
konstanty c := η−1−ξ

ξ−1−ξ a d := η−1−ξ−1

ξ−ξ−1 ,

y−n = ξn, z−n =
η−1 − ξ
ξ−1 − ξ

ξ−n +
η−1 − ξ−1

ξ − ξ−1
ξn = cξ−n + dξn.
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Podobn¥ jako pro matici D zapi²me A−− pomocí absolutní hodnoty v exponentu ξ:

A−−m,n = cξ|m−n| + dξm+n.

Jako v p°edchozím p°ípad¥ je A−− lineární kombinací Toeplitzovy a Hankelovy matice a je tedy
omezená

‖QG̃Q‖ = ‖A−−‖ <∞.

Nyní uvaºujme s£ítanec QG̃P a op¥t zave¤me p°eindexování matice B, pro m,n ∈ N :
B−+m,n := B−m,n−1 a de�nujme zobrazení

Θ : B
(
l2(N)

)
−→ B

(
`2(Z)

)
: M−+ 7−→

(
0 M

0 0

)
.

Znovu tvrdíme, ºe Θ je izometrie a platí ‖QG̃P‖ = ‖B−+‖. Pro m,n ∈ N platí

B−+m,n = y−mzn−1 = ξmηn−1 = η−1ξmηn.

Matici B−+ m·ºeme zapsat jako matici L z Lemmatu 1.10, B−+ = η−1L(ξ, η) a platí

‖QG̃P‖ = ‖B−+‖ ≤ |η−1|

√
|η|2

1− |η|2

√
|ξ|2

1− |ξ|2
<∞.

Ukázání omezenosti posledního s£ítance PG̃Q je uº snadné, protoºe kdyº zavedeme vhodné
p°eindexování matice C, ∀m,n ∈ N : C+− = Cm−1,−n, zjistíme, ºe

C+−
m,n = zm−1y−n = B−+ =⇒ C+− = η−1L(η, ξ).

Navíc, jak °íká poznámka pod Lemmatem 1.10, ‖L(η, ξ)‖ = ‖L(ξ, η)‖. Z toho nutn¥ plyne

‖PG̃Q‖ = ‖C+−‖ = ‖B−+‖ <∞.

Tím máme dokázanou omezenost Greenova jádra G pro v²echna λ ∈ X, nebo´

‖G‖ =
1

|w|
‖G̃‖ ≤ 1

|w|
(
‖PG̃P‖+ ‖QG̃P‖+ ‖PG̃Q‖+ ‖QG̃Q‖

)
<∞.

G(λ) je inverzí operátoru (Hα − λ)

P°ipome¬me diferen£ní rovnici na vlastní £ísla (2.1.2). Chceme ukázat, ºe (Hα − λ)G =
G(Hα−λ) = I. Vezm¥me výraz (Hα−λ)G, ten má v maticové reprezentaci hodnoty pro indexy
m,n ∈ Z

(
G(Hα − λ)

)
m,n

=
∞∑

k=−∞
Gm,k(Hα − λ)k,n = Gm,n−1 − κnGm,n +Gm,n+1.

Ukázání toho, ºe je to identita by bylo komplikované, proto m·ºeme ekvivalentn¥ ukázat, ºe
∀x ∈ `2(Z) : (Hα−λ)Gx = x. P°ipome¬me je²t¥ wG = G̃, kde w je d°íve de�novaný Wronskián.
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Po£ítejme

w
(
(Hα − λ)Gx

)
m

=
∞∑

n=−∞
G̃m,n−1xn − κnG̃m,nxn + G̃m,n+1xn

=
m−1∑
n=−∞

zm (yn−1 − κnyn + yn+1)︸ ︷︷ ︸
=0

xn +
∞∑

n=m+1

ym (zn−1 − κnzn + zn+1)︸ ︷︷ ︸
=0

xn

+ (zmym−1 − κmzmym + zm+1ym)xm
?
= (zmym−1 − ym−1zm − zmym+1 + zm+1ym)xm

= (zm+1ym − zmym+1)xm = wm(y, z)xm = wxm,

potom vyd¥lením w dostaneme hledanou rovnost. V úpravách jsme vyuºili faktu, ºe y a z jsou
°e²eními rovnice (2.1.2), proto jsou ozna£ené výrazy nulové, dále v ozna£ené rovnosti jsme dosadili
za κmym z rovnice (2.1.2). Prohozením po°adí (Hα−λ) a G bychom do²li ke stejnému výsledku.

Celkem tvrdíme, ºe ∀λ ∈ X : G(λ) ∈ B(`2(Z)) a G(λ) je inverzí operátoru (Hα − λ), neboli

λ ∈ X =⇒ λ ∈ ρ(Hα),

a tedy
X ⊂ ρ(Hα).

Inkluze ρ(Hα) ⊂ X

Postup v této £ásti bude zaloºený na Weylov¥ kritériu (V¥te 1.2), to ale p°edpokládá nor-
malitu operátoru, coº Hα nespl¬uje. Nám ale sta£í pouze jedna implikace, pro kterou tento
p°edpoklad není pot°ebný.

Tvrzení 2.1 (Weylovo kritérium): Nech´ A ∈ B(H ) a λ ∈ C, potom platí

inf{‖(A− λ)ψ‖ | ψ ∈H , ‖ψ‖ = 1} = 0 =⇒ λ ∈ σ(A).

D·kaz. Dokáºeme obm¥n¥nou implikaci

λ ∈ ρ(A) =⇒ ∃K > 0 : inf{‖(A− λ)ψ‖ | ψ ∈H , ‖ψ‖ = 1} ≥ K.

Zvolme libovolné λ ∈ ρ(A) a ψ ∈H , potom

‖ψ‖ = ‖(A− λ)−1(A− λ)ψ‖ ≤ ‖(A− λ)−1‖‖(A− λ)ψ‖.

Aplikujme na nerovnost in�mum p°es ‖ψ‖ = 1

1 ≤ ‖(A− λ)−1‖ inf
‖ψ‖=1

‖(A− λ)ψ‖.

Nebo´ λ ∈ ρ(A), platí ‖(A− λ)−1‖ 6= 0. Tím je tvrzení dokázáno, protoºe

K :=
1

‖(A− λ)−1‖
≤ inf
‖ψ‖=1

‖(A− λ)ψ‖.

Poznámka. Je z°ejmé, ºe následující výroky jsou ekvivalentní

inf{‖(A−λ)ψ‖ | ψ ∈H , ‖ψ‖ = 1} = 0 ⇐⇒ ∃{ψn}∞n=1 ⊂H \{0} : lim
n→∞

‖(A− λ)ψn‖
‖ψn‖

= 0.
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Na²ím úkolem nyní bude nalézt posloupnost {ψ(n)}∞n=1 ⊂ `2(Z) pro λ ∈ Xc, kde

Xc = {λ ∈ C | |η| = 1} ∪ {λ ∈ C | |ξ| = 1},

spl¬ující

lim
n→∞

‖(Hα − λ)ψ(n)‖
‖ψ(n)‖

= 0.

Potom totiº λ ∈ Xc =⇒ λ ∈ σ(Hα), a tedy Xc ⊂ σ(Hα), coº je ekvivalentní s ρ(Hα) ⊂ X.
Zvolme λ ∈ Xc takové ºe, |η| = 1 a de�nujme pro ∀n ∈ N

ζ(n) := {. . . , 0, 0, 1, η, η2, . . . , ηn, 0, 0, . . . }.

Prove¤me n¥kolik pomocných výpo£t·,

‖ζ(n)‖2 =
n∑
k=0

|ηk|2 =
n∑
k=0

1 = n,

(
(Hα − λ)ζ(n)

)
m

=
∞∑

k=−∞
(Hα − λ)m,kζ

(n)
k

m = −1 : = 1,

m = 0 : = (α− λ) + η = −η − η−1 + η = −η−1

m ∈ {1, 2, . . . , n− 1} : = ηm−1 + (α− λ)ηm + ηm+1 = ηm−1 + (−η − η−1)ηm + ηm+1 = 0

m = n : = ηn−1 + (α− λ)ηn = ηn−1 + (−η − η−1)ηn = −ηn+1

m = n+ 1 : = ηn,

‖(Hα − λ)ζ(n)‖2 = 12 + | − η−1|2 + | − ηn+1|2 + |ηn|2 = 4.

Nyní máme p°ipravené v²e pro vyhodnocení limity

lim
n→∞

‖(Hα − λ)ζ(n)‖
‖ζ(n)‖

= lim
n→∞

2√
n

= 0.

Na za£átku jsme vzali |η| = 1, to m·ºeme zapsat ve tvaru η = eiθ, kde θ ∈ [0, π], potom

λ = η + η−1 + α = eiθ + e−iθ + α = 2 cos θ + α ∈ [−2 + α, 2 + α].

Weylovo kritérium tedy °íká, ºe [−2 + α, 2 + α] ⊂ σ(Hα)
Nyní zvolme λ ∈ Xc takové ºe, |ξ| = 1 a de�nujme pro ∀n ∈ N

χ(n) := {. . . , 0, ξn, . . . , ξ2, ξ, 0, 0, . . . }.

Op¥t prove¤me pomocné výpo£ty

‖χ(n)‖2 =

n∑
k=1

|ηk|2 =

n∑
k=1

1 = n,
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(
(Hα − λ)χ(n)

)
m

=
∞∑

k=−∞
(Hα − λ)m,kχ

(n)
k

m = n− 1 : = ξ−n,

m = n : = −λξ−n + ξ−n−1 = ξ−n+1

m ∈ {n− 1, . . . ,−2} : = ξm−1 − λξm + ξm+1 = ξm−1 + (−ξ − ξ−1)ξm + ξm+1 = 0

m = −1 : = ξ2 − λξ1 = −ξ0 = −1

m = 0 : = ξ,

‖(Hα − λ)χ(n)‖2 = |ξn|2 + | − ξn+1|2 + | − 1|2 + |ξ|2 = 4.

Op¥t vyhodno´me limitu pro Weylovo kriterium

lim
n→∞

‖(Hα − λ)χ(n)‖
‖χ(n)‖

= lim
n→∞

2√
n

= 0.

Nyní jsme m¥li |ξ| = 1, které m·ºeme zapsat ve tvaru ξ = eiθ, kde op¥t θ ∈ [0, π], potom

λ = ξ + ξ−1 = eiθ + e−iθ = 2 cos θ ∈ [−2, 2].

Weylovo kritérium tedy °íká, ºe [−2, 2] ⊂ σ(Hα).
Spektrum operátoruHα (k nahlédnutí na Obrázku 2.1) je sjednocení dvou úse£ek v komplexní

rovin¥, navíc spektrum je £ist¥ spojité,

σ(Hα) = σc(Hα) = [−2, 2] ∪ [−2 + α, 2 + α] = [−2, 2] + α{0, 1}.

α

−3 −2 −1 1 2 3

i

−i

2i

−2i

Obrázek 2.1: Spektrum operátoru Hα



Kapitola 3

Porovnání spektra diskrétního
operátoru Hα s jeho spojitou analogií

V této £ásti budeme porovnávat spektrum diskrétního operátoru Hα na `2(Z) se spektrem
spojitého operátoru H na L2(R) z [3]. H je de�novaný jako

H := − d2

dx2
+ i sgn(x), Dom(H) := W 2,2(R),

kde W 2,2(R) je Sobolev·v prostor, coº jsou takové funkce z L2(R), jejichº slabé derivace prvního
a druhého °ádu jsou v L2(R).

Porovnejme nejd°íve spektra t¥chto operátor· bez schodovitého potenciálu, protoºe ta jsou
dob°e známa. H bez schodovitého potenciálu je hamiltonián volné £ástice, t.j. 1D Laplace·v
operátor

−∆ = − d2

dx2
,

jeho spektrum je
σ(−∆) = [0,∞).

Hα bez schodovitého potenciálu je diskrétní Laplace·v operátor, ozna£me ho H0, jeho spektrum
je

σ(H0) = [−2, 2],

coº je v souladu s tvrzením vý²e p°i volb¥ α = 0. Na obrázku 3.1 jsou k nahlédnutí spektra
zkoumaných operátor· bez komplexního schodovitého potenciálu.

Abychom u Hα dostali odpovídající potenciál jako u H, zvolíme α = 2i a p°i£teme k H2i (−i)
násobek identického operátoru. Takto upravený operátor m·ºeme zapsat jako

H̃ := H2i − iI = H0 + i sgn(n),

kde de�nujeme pro ψ ∈ `2(Z)

(sgn(n)ψ)n :=

{
ψn n ≥ 0

−ψn n < 0.

Z°ejm¥ spektrum operátoru H̃ je spektrum operátoru H2i posunuté o −i,

σ(H̃) = [−2 + i, 2 + i] ∪ [−2− i, 2− i] = [−2, 2] + i{−1, 1}.
31
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−3 −2 −1 1 2 3

i

−i

2i

−2i

(a) σ(H0)

−3 −2 −1 1 2 3

i

−i

2i

−2i

(b) σ(−∆)

Obrázek 3.1: Spektra diskrétního a spojitého Laplaceova operátoru

Spektrum spojitého operátoru H, jak je uvedeno v [3], je

σ(H) = [0,+∞) + i{−1, 1}.

Schodovitý potenciál tedy má na spektrum t¥chto operátor· stejný efekt. V obou p°ípadech se
spektrum operátoru se schodovitým potenciálem (na Obrázku 3.2) rovná dv¥ma kopiím spektra
operátoru bez potenciálu posunutých o +i a o −i,

σ(H̃) = σ(H0) + i{−1, 1}, σ(H) = σ(−∆) + i{−1, 1}.

−3 −2 −1 1 2 3

i

−i

2i

−2i

(a) σ(H̃)

−3 −2 −1 1 2 3

i

−i

2i

−2i

(b) σ(H)

Obrázek 3.2: Spektra diskrétního a spojitého Schrödingerova operátoru se schodovitým komplex-
ním potenciálem



Kapitola 4

Lokalizace spektra Hα s diagonální `1

poruchou

Zvolme libovolnou dvojit¥ nekone£nou posloupnost v = {vn}∞n=−∞ ∈ `1(Z) a de�nujme po-
mocí ní diagonální operátor V := diag

(
{vn}∞n=−∞

)
na `2(Z). Cílem této kapitoly bude lokalizovat

spektrum operátoru Hα+V , to jest nalézt mnoºinu Ω(α, v) ⊂ C takovou, ºe bude obsahovat celé
spektrum σ(Hα + V ) ⊂ Ω(α, v). U mnoºiny Ω(α, v) p°irozen¥ p°edpokládáme závislost na para-
metru α a na posloupnosti v. Takto zavedená mnoºina, °íkejme jí spektrální obálka, není tímto
jednozna£n¥ ur£ena, jakákoliv její nadmnoºina spl¬uje stejné podmínky. Otázku tzv. optimality
budeme °e²it pozd¥ji.

4.1 Aplikace teoretických poznatk·

Tvrzení v této £ásti jsou aplikována p°ímo na ná² p°ípad Hα+V , kde V := diag
(
{vn}∞n=−∞

)
.

Tvrzení 4.1: Je-li {vn}n∈Z omezená posloupnost, potom Hα + V je omezený operátor.

D·kaz. V je omezený, nebo´

‖V ‖ ≤ m, kde m := sup
n∈Z
|vn|.

Potom z trojúhelníkové nerovnosti vyplývá

‖Hα + V ‖ ≤ ‖Hα‖+ ‖V ‖ ≤ 2 + |α|+m.

Tvrzení 4.2: Nech´ v ∈ `1(Z), potom V := diag
(
{vn}∞n=−∞

)
je kompaktní operátor na `2(Z).

D·kaz. Z p°edpokladu nutn¥ plyne limn→±∞ vn = 0. Potom V¥ta 1.13 dokon£uje d·kaz.

Tvrzení 4.3: Operátory Hα a Hα + V , kde V je kompaktní operátor, mají shodné esenciální
spektrum, tj.

σess(Hα) = σess(Hα + V ).

33
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D·kaz. Sta£í ov¥°it p°edpoklady V¥ty 1.14 pro volbu A = Hα, B = Hα+V . Jedná se o omezené
operátory a A−B = −V je kompaktní. Z°ejm¥

(
[−2, 2] ∪ [−2 + α, 2 + α]

)o
= ∅ v C. Z omezenosti

operátor· plyne

ρ(Hα) ⊂ C \D(0, ‖Hα‖), ρ(Hα + V ) ⊂ C \D(0, ‖Hα + V ‖), (4.1.1)

kde D(z, r) = {w ∈ C | |w − z| < r} je disk v komplexní rovin¥ se st°edem v z ∈ C a s
polom¥rem r > 0. ρ(Hα) má práv¥ jednu komponentu souvislosti. Tyto mnoºiny (4.1.1) mají
neprázdný pr·nik, a je tedy spln¥n i poslední p°edpoklad.

Tvrzení 4.4: Diskrétní spektrum poru²eného operátoru je obsaºeno v

σd(Hα + V ) ⊂
{
λ ∈ C \ σ(Hα)

∣∣ ‖K(λ)‖ ≥ 1
}
,

kde K(λ) je Birman·v�Schwinger·v operátor z V¥ty 1.16.

D·kaz. Diskrétní spektrum je podmnoºinou bodového spektra. Proto σd(Hα) = ∅, z £ehoº vy-
plývá σess(Hα) = σ(Hα). Díky Tvrzení 4.3 m·ºeme celkem °íct

σ(Hα + V ) = σess(Hα) ∪ σd(Hα + V ).

Hledaná inkluze potom okamºit¥ plyne z D·sledku 1.17.

Poznámka. Po£ítání normy operátoru K(λ) by bylo velmi sloºité a nás zajímá pouze, kdy je
v¥t²í nebo rovna 1, proto budeme hledat horní odhad ‖K(λ)‖.
Tvrzení 4.5: M¥jme Birman·v�Schwinger·v operátor

K(λ) = |V |1/2(Hα − λ)−1V1/2

pro λ ∈ ρ(Hα), kde

|V |1/2 = diag
({
|vn|

1
2
}
n∈Z

)
, V1/2 = diag

({
|vn|

1
2 · sgn vn

}
n∈Z

)
.

Funkci signum pro komplexní £ísla zavádíme jako

sgn z :=

{
z
|z| z 6= 0,

0 z = 0.

Potom platí
‖K(λ)‖ ≤ gα(λ)‖v‖`1 ,

kde
gα(λ) := sup

n,m∈Z

∣∣(Hα − λ)−1n,m
∣∣.

D·kaz. Prvky B�S operátoru jsou ∀m,n ∈ Z : K(λ)n,m = |vn|
1
2 (Hα − λ)−1n,m |vm|

1
2 · sgn vm.

Zvolme libovolné ψ ∈ `2(Z) a odhadn¥me normu

‖K(λ)ψ‖2 =
∑
n∈Z

∣∣(K(λ)ψ
)
n

∣∣2 =
∑
n∈Z

∣∣∣ ∑
m∈Z

K(λ)n,mψn

∣∣∣2
=
∑
n∈Z

∣∣∣ ∑
m∈Z
|vn|

1
2 (Hα − λ)−1n,m |vm|

1
2 · sgn(vm)ψn

∣∣∣2 ≤∑
n∈Z
|vn|
(∑
m∈Z

∣∣(Hα − λ)−1n,m
∣∣|vn| 12 |ψn|)2

≤ g2α(λ)
∑
n∈Z
|vn|
(∑
m∈Z
|vm|

1
2 |ψm|

)2 C.-S.

≤ g2α(λ)‖v‖2`1‖ψ‖
2
`2 ,

z £ehoº uº je hledaná nerovnost z°ejmá.
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Poznámka. Závislost spektrální obálky na posloupnosti v se díky tomuto tvrzení redukuje pouze
na závislost na `1 norm¥ posloupnosti v.

Tvrzení 4.6: Spektrální obálka je tvaru

Ω(α, v) =
{
λ ∈ ρ(Hα)

∣∣ gα(λ) · ‖v‖`1 ≥ 1
}
.

De�nice 4.7: O spektrální obálce °ekneme, ºe je optimální, jestliºe pro kaºdý hrani£ní bod
existuje taková porucha, ºe tento hrani£ní bod je v diskrétním spektru poru²eného operátoru, tj.

∀Q > 0, ∀λ0 ∈
{
λ ∈ ρ(Hα)

∣∣ Qgα(λ) = 1
}
, ∃v ∈ `1(Z), ‖v‖`1 = Q : λ0 ∈ σd(Hα + diag(v)).

Poznámka. Optimalita nám °íká, ºe spektrální obálka je v jistém smyslu nejmen²í moºná. Mno-
ºina, která by m¥la hranici ve vnit°ku optimální spektrální obálky, uº nem·ºe být spektrální
obálkou.

4.2 Spektrální obálky operátoru Hα + V

Kdybychom dokázali najít p°ímo gα(λ), nebyla by vylou£ená optimalita t¥chto spektrálních
obálek. Hledání gα(λ) se ale ukazuje jako velmi sloºité. Hledáme supremum výrazu p°es dva
diskrétní parametry se dv¥ma volnými komplexními parametry

gα(λ) = sup
m,n∈Z

∣∣(Hα − λ)−1m,n
∣∣ = sup

m,n∈Z

∣∣Gm,n(λ)
∣∣,

kde G(λ) zna£í Greenovo jádro z p°edchozí £ásti. G(λ) m·ºeme zapsat pomocí ξ a η, jeº jsou
jednozna£n¥ ur£ené rovnicemi (2.1.3) pomocí α ∈ C a λ ∈ ρ(Hα), a platí |ξ| < 1, |η| < 1

Gm,n(λ) =



1
w

(
ξ−η
η−1−ηη

m+n + ξ−η−1

η−η−1 η
|m−n|

)
m,n ≥ 0,

1
wη

mξ−n m ≥ 0, n < 0,

1
w

(
η−1−ξ
ξ−1−ξ ξ

|m−n| + η−1−ξ−1

ξ−ξ−1 ξ−m−n
)

m,n < 0,

1
wη

nξ−m m < 0, n ≥ 0,

kde w = ξ − η−1. Nejd°íve ur£eme absolutní hodnotu G(λ) v indexech m,n = 0:∣∣G0,0(λ)
∣∣ =

∣∣∣∣ 1

w

(
ξ − η
η−1 − η

+
ξ − η−1

η − η−1

)∣∣∣∣ =
1

|w|

∣∣∣∣ξ − η − ξ + η−1

η−1 − η

∣∣∣∣ =
1

|w|
. (4.2.1)

Odhad G(λ) v absolutní hodnot¥ je snadný pro prvky s jedním indexem kladným a jedním
záporným, navíc platí, ºe tyto prvky jsou v absolutní hodnot¥ men²í neº

∣∣G0,0(λ)
∣∣, coº je prvek

na diagonále. Vezm¥me m ≥ 0 a n < 0, resp. m < 0 a n ≥ 0, potom∣∣Gm,n(λ)
∣∣ =

∣∣∣∣ 1

w
ηmξ−n

∣∣∣∣ ≤ 1

|w|
|ξ| < 1

|w|
, resp.

∣∣Gm,n(λ)
∣∣ =

∣∣∣∣ 1

w
ηnξ−m

∣∣∣∣ ≤ 1

|w|
|ξ| < 1

|w|
.

P°ipomínáme wG = G̃. Pro prvky G̃(λ) s indexy stejného znaménka platí, ºe supremum m·ºe
být pouze na diagonále. Skute£n¥ pro m,n ≥ 0, m ≥ n platí

sup
m,n≥0
m≥n

∣∣G̃m,n(λ)
∣∣ = sup

m,n≥0
m≥n

∣∣aηm+n + bηm−n
∣∣ = sup

m,n≥0
m≥n

∣∣ηm∣∣∣∣aηn + bη−n
∣∣

= sup
n≥0

∣∣aηn + bη−n
∣∣ sup
m≥n

∣∣ηm∣∣ = sup
n≥0

∣∣ηn∣∣∣∣aηn + bη−n
∣∣ = sup

n≥0

∣∣aη2n + b
∣∣ = sup

n≥0

∣∣G̃n,n(λ)
∣∣,
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kde a := ξ−η
η−1−η a b := ξ−η−1

η−η−1 . Analogicky bychom ukázali i ostatní p°ípady. Celkem tedy m·ºeme
tvrdit, ºe supremum se nachází na diagonále, tj.

gα(λ) = sup
m,n∈Z

∣∣Gm,n(λ)
∣∣ = sup

n∈Z

∣∣Gn,n(λ)
∣∣.

V tomto odstavci nastíníme sloºitost závislosti gα(λ) na jejích parametrech, a tím od·vod-
níme, pro£ se budeme zabývat pouze horním odhadem gα(λ). Pro ilustraci zvolme α = 2i. Pomocí
numerických výpo£t· jsme zjistili

∀n ∈ {−1000, . . . ,−1, 1, . . . , 1000} :
∣∣∣G̃n,n(1

2
+ i

11

10

)∣∣∣ < 1, (4.2.2)

∀n ∈ {−1000, . . . ,−1, 1, . . . , 1000} :
∣∣∣G̃n,n( 1

10
− i

1

10

)∣∣∣ > 1. (4.2.3)

Dle vztahu (4.2.1) platí

∀α ∈ C, ∀λ ∈ ρ(Hα) :
∣∣G0,0(λ)

∣∣ =
1

|w|
.

Vztah (4.2.2) nám tedy nazna£uje moºnou pravdivost výroku, ºe

g2i

(1

2
+ i

11

10

)
=
∣∣∣G0,0

(1

2
+ i

11

10

)∣∣∣ =
1

|w|
.

Naopak vztah (4.2.3) nazna£uje nerovnost, tedy

g2i

( 1

10
− i

1

10

)
>
∣∣∣G0,0

( 1

10
− i

1

10

)∣∣∣ =
1

|w|
.

Numerické výsledky ukazují, ºe supremum m·ºe být nabýváno pro r·zné volby α a λ v r·zných
indexech, proto úlohu zjednodu²íme.

Dále hledejme horní odhad gα(λ) pomocí trojúhelníkové nerovnosti:

∣∣Gn,n(λ)
∣∣ =

∣∣∣∣ 1

w

(
ξ − η
η−1 − η

η2n +
ξ − η−1

η − η−1

)∣∣∣∣ ≤ 1

|w|

(∣∣∣∣ ξ − ηη−1 − η

∣∣∣∣+

∣∣∣∣ ξ − η−1η − η−1

∣∣∣∣) n ≥ 0,

∣∣Gn,n(λ)
∣∣ =

∣∣∣∣ 1

w

(
η−1 − ξ
ξ−1 − ξ

+
η−1 − ξ−1

ξ − ξ−1
ξ−2n

)∣∣∣∣ ≤ 1

|w|

(∣∣∣∣η−1 − ξξ−1 − ξ

∣∣∣∣+

∣∣∣∣η−1 − ξ−1ξ − ξ−1

∣∣∣∣) n < 0.

Ozna£me tento horní odhad gα(λ) jako g̃α(λ), ten je tvaru

g̃α(λ) =
1

|w|
max

{ ∣∣∣∣ ξ − ηη−1 − η

∣∣∣∣+

∣∣∣∣ ξ − η−1η − η−1

∣∣∣∣ , ∣∣∣∣η−1 − ξξ−1 − ξ

∣∣∣∣+

∣∣∣∣η−1 − ξ−1ξ − ξ−1

∣∣∣∣} .
Porovnejme na²e výsledky s [7], kde byly nalezeny spektrální obálky poru²eného operátoru

H0 a byla dokázána jejich optimalita. Volbou α = 0 se ztotoºní ξ = η, a tedy pro námi nalezený
horní odhad platí g̃0(λ) = |w|−1 = |ξ − ξ−1|−1. Na²e spektrální obálky se shodují s optimálními
z [7].

Popi²me, co nám vlastn¥ ukazuje spektrální obálka. Na Obrázku 4.1 máme spektrální obálku
pro speci�ckou volbu α a ‖v‖`1 . Esenciální spektrum je vyobrazeno £ernými úse£kami. Sv¥tlou
barvou je pro názornost vypln¥n i vnit°ek obálky, to v dal²ích obrázcích nebudeme d¥lat. Mimo
esenciální spektrum obsahuje obálka pouze prvky z diskrétního spektra, coº jsou podle de�nice
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Obrázek 4.1: Spektrální obálka pro volbu α = 5 + 4i a ‖v‖`1 = 9/8

izolované body, a tedy hromadné body diskrétního spektra mohou být pouze prvky esenciálního
spektra. Navíc diskrétní spektrum m·ºe být nejvý²e spo£etné.

Na Obrázcích 4.2a aº 4.2k jsou vyobrazeny spektrální obálky{
λ ∈ ρ(Hα)

∣∣ g̃α(λ) · ‖v‖`1 ≥ 1
}

operátoru Hα + V pro r·zné volby parametru α, p°i£emº kaºdý obrázek obsahuje spektrální
obálku pro ‖v‖`1 = 3/4, 4/4, 5/4, 6/4, 7/4, 8/4, 9/4.
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Obrázek 4.2: Spektrální obálky pro vybrané hodnoty α a ‖v‖`1 = 3/4, 4/4, 5/4, 6/4, 7/4, 8/4, 9/4.



Záv¥r

Zna£ná £ást této bakalá°ské práce byla v¥nována nalezení spektra diskrétního Schrödingerova
operátoru s komplexním schodovitým potenciálem Hα pro libovolný komplexní parametr α.

Nejd°íve jsme zavedli �ukovského transformace pro λ a λ − α, které nám umoºnily nalézt
°e²ení diferen£ní rovnice na vlastní £ísla v jednoduchém tvaru, a ukázali jsme, ºe v `2(Z) je
takovéto °e²ení pouze triviální. Tím jsme ukázali, ºe bodové spektrum je prázdné. Díky vhodným
vlastnostem Hα bylo z de�nice ukázáno, ºe i reziduální spektrum je prázdné, a tedy spektrum je
ryze spojité.

De�novali jsme vhodnou mnoºinuX = C\
(
[−2, 2]∪[−2+α, 2+α]

)
a ukázali pomocí Greenova

jádra, ºe je obsaºena v rezolventní mnoºin¥. V¥ta o Greenov¥ jád°e p°edpokládá samosdruºenost
operátoru, to Hα obecn¥ nespl¬uje, proto jsme v¥tu pouºili pouze formáln¥ pro konstrukci ope-
rátoru G(λ), o kterém jsme následn¥ ukázali, ºe je omezený a jedná se o inverzi k (Hα − λ) pro
λ ∈ X. Dále jsme pomocí Weylova kritéria ukázali, ºe platí i opa£ná inkluze, tedy ºe rezolventní
mnoºina je obsaºena v X. Z toho p°ímo plyne σ(Hα) = σc(Hα) = [−2, 2] ∪ [−2 + α, 2 + α].
Spektrum diskrétního i spojitého Schrödingerova operátoru vykazuje podobné chování p°i odpo-
vídajícím schodovitém potenciálu.

Pro lokalizaci spektra poru²eného operátoru Hα jsme vyuºili Birman·v�Schwinger·v princip,
který pro nejlep²í výsledky vyºaduje nalezení suprema p°es m,n ∈ Z z výrazu |(Hα − λ)−1m,n|,
které zna£áme gα(λ). Pomocí numerických výpo£t· jsme nazna£ili zna£nou sloºitost závislosti
gα(λ) na α a λ, a proto jsme se omezili na hledání horního odhadu gα(λ). Pomocí tohoto horního
odhadu jsme na²li spektrální obálky poru²eného operátoru Hα a vykreslili je pro r·zné volby α.
Navíc p°i volb¥ α = 0 se na²e spektrální obálky shodují s optimálními z £lánku [7].
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