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Abstrakt: Tato prace zkouma specialni tifdu Schrodingerovych operatori na £2(Z). Hledame spek-
trum téchto operatorti a porovnavime ho se spojitou analogii. Potencidl je zavisly na jednom
komplexnim parametru, a tedy operator obecné neni samosdruzeny. Nalezeni rezolventy je for-
méalné docileno pomoci Greenova jadra, pfestoZe neni splnén piedpoklad samosdruzenosti. Spek-
trum a jeho ¢asti byly identifikoviny pro libovolny komplexni parametr. Vyuzitim Birmanova—
Schwingerova principu byly nalezeny tzv. spektralni obalky zkoumaného operatoru s £! poruchou.
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Discrete Schrédinger operator with a complex step potential
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Abstract: We study the spectrum of a specific class of Schrédinger operators on £2(Z) and com-
pare it with its continuous analogue. The potential is dependant on a single complex parameter
«, therefore, the operator is generally non-self-adjoint. Finding the resolvent is formally achieved
by using the Green Kernel Theorem, though the operator in question is non-self-adjoint. The
proposition of the theorem was proven for our case without the self-adjointness assumption. The
spectrum and its parts were identified for any aforementioned complex parameter. Utilizing the
Birman—Schwinger principle we have obtained spectral enclosures of the operator, which had
been perturbed by an ¢! potential.
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Uvod

Laplaceiv operétor je ve spojitém piipadé operator druhé derivace (v 1D), tedy pro funkce
diferencovatelné do druhého fadu mame

d2f

Vfe C*(R) : —Af= e

V diskrétnim piipadé jde o soufet operatoru dopredné translace a operdtoru zpétné translace na
prostoru komplexnich dvojité nekone¢nych posloupnosti

Ve ={antnez CC : (Hox)p = Tp—1+ Tni1.

Takto zavedeny diskrétn{ Laplacetv operator se lisi od p¥imé diskrétni analogie spojitého La-
placeova operatoru o dvojnasobek identity, coz je z pohledu spektrélni analyzy nepodstatna
modifikace, protoze zplsobi pouze posunuti spektra na reilné primce. Diskrétni a spojity pripad
Laplaceova operatoru nalézaji souvislost v numerické matematice. Schrédingeriv operator do-
stavame, kdyz k Laplaceovu operatoru pfi¢teme néjaky potencial. Tyto operdtory maji zna¢né
vyuziti v kvantové mechanice, kde hraje dilezitou roli jejich spektralni analyza. Od pocéatku
se v kvantové mechanice uvazovaly pouze samosdruzené operatory, protoze maji realné spek-
trum, ale v poslednich letech se zacaly vyuZivat i operatory nesamosdruzené. V této praci se ale
oprostime od fyzikalnich motivaci a budeme se na nas problém divat ¢isté z matematického hle-
diska. Spektralni analyza spojitych operatort je znama a zna¢né pokrocila disciplina. Spektralni
analyza diskrétnich operatorti nenf tak roz§ifend, a proto v této préaci predstavime nékteré tech-
niky hledani spektra diskrétniho nesamosdruzeného operatoru pii jejich aplikaci na zkoumany
operator.

Hlavnim cilem této bakalarské prace je spektralni analyza jednoparametrické ti{dy Schrédin-
gerovych operatorti na ¢2(7Z) s komplexnim schodovitym potencidlem, kde se parametr vyskytuje
jako koeficient u schodovitého potencidlu. Jedna se tedy o diskrétni a obecné nesamosdruZzeny
operator. Checeme podat diskrétni analogii vysledku z ¢lanku [3], kde je mimo jiné nalezeno
spektrum spojitého 1D Schrédingerova operatoru s potencialem isgn(z). Dalsim tkolem je lo-
kalizace spektra porugeného operatoru, kde poruchou rozumime pfic¢teni diagonélniho operitoru
s ¢! posloupnosti na diagonale.

V prvni kapitole shrneme zakladni poznatky z funkcionalni analyzy, omezenost operatord, je-
jichz maticové reprezentace jsou jednoduse nekonecné strukturované matice, zejména Toeplitzova
a Hankelova. V posledni ¢asti této kapitoly definujeme diskrétni a esencialni spektrum a mimo
jiné vyslovime Birmantiv—Schwingeriv princip, coz je stézejni nastroj pro lokalizaci spektra po-
ruseného operatoru.

Druhé kapitola je vénovana predstaveni zkoumaného operatoru, ukézani jeho zakladnich
vlastnosti a pfedevsim nalezen{ a klasifikaci jeho spektra. Nejdalezitéjsim krokem je konstrukce
Greenova jadra, pomoci které nalezneme rezolventu.
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Tteti kapitola shrnuje vysledky ptredchozi kapitoly a porovnava spektrum zkoumaného dis-
krétniho operatoru se spojitym.

Ve ¢tvrté kapitole replikujeme vysledky ¢lanku [7], kde byly nalezeny tzv. spektralni obalky
diskrétniho Schrédingerova operatoru s komplexnim ¢! potencislem. Pfi¢teme tedy k nagemu
schodovitému potencidlu jesté diagonalni operdtor, ktery ma na diagonéle ¢!(Z) posloupnost,
a hledame mnozinu, ktera obsahuje celé spektrum poruseného operatoru, t.j. spektrélni obalku.



Kapitola 1

Teoretické poznatky

V této kapitole vyslovime tvrzeni a definice, které budou potiebné v dalSich ¢éstech textu.
Nejprve pfipomenme pot¥ebné definice a vysledky z kurzti FAN1 a FA2 na FJFI.

Definice 1.1 (operatorova norma): Necht X je normovany vektorovy prostor a A € Z(X),
potom definujeme normu omezeného operdtoru jako

|A]l = sup [|Az].

[lz]l=1
Véta 1.2 (Weylovo kritérium): Necht A € B() je normalni operéator a A € C, potom plati
Aeo(A) <= Hap}ooyCH;VneN |z, =1& ILm (A= X)z,| = 0.
n o0

Pozndamka. Tvrzeni 1ze ekvivalentné zapsat

A€o(A) = Hantyl, C 2\ {0} ¢ lim M =

n=oo |||

0.

Definice 1.3 (Kompaktni operéator): Necht A € B(). Rekneme, 7e A je kompakint, jestlize
zobrazuje omezené mnoziny na prekompaktni. Mnozinu vSech kompaktnich operatortu z Z(.)
znatime ().

Véta 1.4 (Riesz—Schauder): Mé&jme kompaktni operator A na Hilbertové prostoru s# nekoneéné
dimenze. Potom:

1. 0eo(A),

2. kazdy nenulovy bod spektra je vlastni hodnota, tj. o(A4) \ {0} C op(A),
3. mnozina vlastnich hodnot je nejvyse spocetné,

4. v8echny nenulové vlastni hodnoty maji kone¢nou nasobnost,

5. spektrum ma nejvyse jeden hromadny bod A = 0.
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1.1 Specidlni druhy jednodusSe nekone¢nych matic

Tato ¢ast bude vénovana nékolika specifickym druhiim operatori na ¢P(Ny), jejichz maticové
reprezentace jsou jednoduSe nekone¢né matice. Bude nas zajimat omezenost téchto operatort.
V této ¢asti budeme ¢erpat zejména z [6].

Definice 1.5 (Toeplitzova matice): Necht a = {a,}52_ . C C, potom definujeme Toeplitzovu
nekoneénou matici jako

ap a—-1 a—»9
ay ag a—q1
T(a) = (am—n)ﬁm,:o = a9 al agp

Definice 1.6 (Hankelova matice): Necht b = {b,}2°, C C, potom definujeme Hankelovu neko-
neénou matici jako

bo b1 b2

by bz b3

Tvrzeni 1.7 (Omezenost T(a)): Necht a € ¢}(Z) a 1 < p < +oo, potom operator na ¢7(Np),
jehoz maticovou reprezentaci je T'(a), je omezeny a plati

17 (a)llp < flall1-

Diikaz. V tomto dikazu znadi || - || vzdy ¢P(Ng) normu bud vektoru, nebo operatoru. Pro Vn € Z
definujme e, = {dmn}mez a plati ¥n € Z : |le,||1 = 1. Potom pro néjaké fixni n > 0 ma 7T'(e,)
tvar

0 0 O
0 0
0 0
T(en) = 1 0 )
0 1
0O 1 O

kde jednicka v prvnim sloupci je na n-tém Fadku, pFicem?z indexovani za¢ina nulou. T'(e,) ptasobi
na r = {ox}ren, € ¢*(Np) nasledovné:

T(ep)r =A0,...,0,x9,21,...}.
(en)z ={ 0, %1, - }

n

Pocitejme normu

e8] 1 [e%¢) 1
IT(en)all = (04043 Jarl?)” = (D lanl)” = el
k=0 k=0
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Pro n < 0 plati

0 ... 0 1 0
0 0 0 1 0
Tlen)=10 0o o 0 1 0 :

kde jednicka v prvnim radku je v n-tém sloupecku, déle plati

T(en)r ={x_pn,Tni1,...},

—n—1 o0 1 oo 1
I7(en)ell = ( Z o) < (3 fal + 3 lanl)” = (S lael)” =l
k=0 k=—n k=0
Z toho je ziejmé, ze VYn € Z : ||T(e,)|| < 1. Potom mizeme pro a = {ay, }nez € £*(Z) zapsat

= anT(en)
nez
nebot fada na pravé strané konverguje ve stejnomérné topologii, jak plyne z odhadu

IT(@)) = || > anT(en)|| < < 2 lanliT(en)l < 3 ol = .
nez

ne”

11

O

Tvrzeni 1.8 (Omezenost H(a)): Necht a € £}(Np) a 1 < p < +00, potom operator na £7(Np),

jehoZz maticovou reprezentaci je H(a), je omezeny a plati

1H(@)]lp < llallr-

Diikaz. V tomto dikazu opét znadi || - || vzdy €P(Np) normu. Znovu uvazujme e, = {0m.n tmen,,

tentokrat ale pro Vn € Ny. Potom pro néjaké fixni n > 0 méa H(e,) tvar

0 ... 0 1 0
L0 10
0 1 0
Hlea) =11 g
0

a pro & = {op fren, € P(No) plati
H(ep)r = {xn,zn-1,...,21,20,0,0,...},
spoc¢téme normu

I en)al = (i o) < (i\xk\p);  Jal.

Tedy pro Vn € Ny : ||H(e,)|| < 1, tim méame vSe pfipraveno pro ukazani hledané nerovnosti

@I = || Y antilen)| < Y lanllH ()l < Y lan] = llalh.

neNy neNy n€Np

O
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Piiklad 1.9: Uvazujme specialni pfiklad Hankelova operatoru s maticovou reprezentaci danou
pro Vm,n € No : Hy,n(q) = ¢™™, kde |g| < 1. Ukazme, ze H(q) € B({*(Np)) a Ze plati

1
H
17 @2 < 7=
coz je mirné lepsf odhad, nez dava Tvrzeni 1.8.
Reseni. V tomto piikladu znadi || - || vidy £2 normu. Zvolme v € £?(Np) libovolné pevng,
o0 o0 oo
(H@Yn =Y Hunl@¥m =Y " "m =q" > ¢"tbm,
m=0 m=0 m=0
nyni spo¢téme ¢? normu
oo oo 2
|H (qwll* = Z| Ol = Y10 D a" o]
n=0 m=0

Poznamenejme, %e sumy na pravé strané nemaji spoleéné indexy. Definujme pomocny vektor

¢q = (1,4,4%,...), potom
2n 2
q™" =l|¢ ,
Z\ 2 = Jggll? = W

C.-S.
| Z A" < ( |qrm\wm|) = (19, 1¥De < Ngallll,
kde |¢ql, |1| znaci posloupnosti se cleny v absolutni hodnoté. Celkem plati, ze

1H (@)l < lldgll*[l0l-

Tim dostavame hledanou nerovnost

1
H(g)l| < 6] = ~—5.

Lemma 1.10: Necht p,q € C, |p|, |q| < 1 a definujme operétor L = L(p, q) na £*(N) s maticovou
reprezentaci Vm,n € N : L, , := p™¢". Potom L € %(KQ(N)) Definujeme-li 7y :== (¢, 4%, ¢>, ... ),
plati [|L]| < [mp|| |7l

Diikaz. V tomto diikazu znadi || - || vzdy £? normu. Zvolme 1 € ¢?(N) libovolné pevné,

o0 o0 o0
(L¢)m = Z Ly nthn = meqn¢n =p" Z q"Vn-

n=1 n=1 n—1

Dale odhadnéme normu

ad e e 2 o e 2
12612 = 3 IL0)nl? = D7 b2 | 2 a™om| = > rpﬁm(z al" )
m=1 m=1 n=1

o0

C.-S.
< > \MZ\QP”ZWHQ—H%H [ IR
n=1

m=1
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kde jsme v oznacené nerovnosti vyuzili Cauchy—Schwarzovu nerovnost. To implikuje

ILAF < limp [l -

p|? Iq\
ol =4/ 1= Pk |71l = PR

proto L je omezeny operator na ¢?(N), coz jsme chtéli dokazat. O

Navic plati

Pozndmka. 7 dikazu je vidét, Zze hodnota normy L nezalezi na pofadi argumentt p, q.

1.2 Zukovského transformace
Vezméme A € C \ {0, +2}, potom existuji dvé £ € C\ {0} tak, Ze
A=¢+¢h (1.2.1)

Vynasobime-li rovnici (1.2.1) £, dostaneme kvadratickou rovnici, u které dokazeme explicitné
napsat dvé fefeni zavisld na A, a to

AEVAZ—4

2 Y
z Cehoz plyne existence dvou feSeni rovnice (1.2.1) pro A # +2. Jelikoz konstantni ¢len v kvad-
ratické rovnici je roven 1, plati £&1&2 =1 a z toho

F-X+1=0 = &= (1.2.2)

&1 £ 1= |6 > 1.

Pro A\ = 2, resp. A = —2, existuje jediné feSeni rovnice (1.2.1) a to £ = 1, resp. £ = —1, pro nulu
FeSeni neexistuje zadné.

Zukovského transformaci rozumime prifazeni A k tomu &, které je v absolutni hodnoté mensi
nebo rovno jedné. Toto pfifazeni neni uplné jednoznacné, nebot miZe nastat situace, kdy jsou
oba kofeny na jednotkové kruznici. K tomu, kam mapuje transformace takovito &, se vratime
pozdgji. Nyni zkoumejme bliZe chovéani této transformace, £ € C\ {0},]¢] < 1 muZeme zapsat
v polarnim tvaru jako

E=rcosp+irsing, re(0,1], € [-m ),

potom &1 Ize zapsat jako

Dosadme do (1.2.1)

1 .
A =rcosp+irsing + — cos(—p) + : sin(—¢)
r r

1 1
= <r + ) cos ¢ + i<r — ) sin . (1.2.3)
r T
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Je vidét, ze kdyz zafixujeme r # 1, dostaneme rovnici elipsy v komplexni roviné. Pro ilustraci
muzeme nahlédnout na obr. 1.1, kde jsou tyto elipsy vykresleny pro nékolik hodnot r. Polozime-li
r =1, neboli || = 1, dostaneme

A =2cosp.

Tedy pro & z jednotkové kruZnice dostaneme A\ € [—2,2]. Snadno lze také nahlédnout, ze pro A €
[—2, 2] existuji dvé & splitujici rovnici (1.2.1). Jedna se o vy8e zminénou vadu na jednoznatnosti
prifazeni A a . Zukovského transformace je tedy bijektivni zobrazeni mezi mnozinami

C\[-2,2] «— {¢e€C|0<|{ <1}

-

Obréazek 1.1: X z (1.2.3) pro né&kolik vybranych hodnot r

Definice 1.11 (Usecka v komplexni roviné): Necht a,b € C, potom znacime tsecku v komplezni
roviné mezi body a a b jako konvexn{ kombinaci téchto bodu

[a,b] :={at+b(1—1t) | te€][0,1]}.

1.3 Poruchova teorie

V této ¢asti se budeme opirat o poznatky z knih [4] a [5]. Zavedeme diskrétni a esencialni spek-
trum a vyslovime véty potiebné k lokalizaci spektra poruseného operatoru. Hlavnim vysledkem
je Birmantv—Schwingertv princip.

Definice 1.12 (Esencialni spektrum): Necht A € B(.°). Diskrétni spektrum definujeme jako
mnoZinu
0q(A) :=={A € C | X je izolovana vlastni hodnota A, v,(\) < oo},

kde algebraickou ndsobnosti vlastni hodnoty A rozumime

1 _
Va(A) := dim RanP;, Py = y{ (A—N) 'de.
271/,
Jordanova kiivka ~y, podle které se integruje, je takové, Zze o(A) \ {\} C ext(vy). Esencidlni
spektrum definujeme jako

Oess(A) :=0(A) \ 0q(A).

Pozndmka. Existuje alespon 5 riznych definic esencidlniho spektra pro nesamosdruzené operé-
tory, viz [5]. My budeme pracovat s definici z [4].
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Pozndmka. Pro samosdruzeny operator A = A* € B(H) je definice znatné jednodussi.
A€ oes(A) <= Me€o(A) & A neni izolovana vlstni hodnota koneéné nasobnosti,

kde nasobnosti rozumime v,(A) = vg(A) = dimKer (A4 — X).

Véta 1.13: Necht V = diag({v,}52_.), potom

Ve X (H) — lim v, =0.
n—+oo
Diikaz. Protoze V je diagonalni matice, plati Vn € Z : v, € op(V), a tedy {v,}52_ C o(V),
C o(V). Rovnost dokdzeme tak, ze

00
n=-—o00’

ale spektrum je uzaviend mnozina a musi platit {v,}22
ukézeme, Ze doplnék této mnoziny je obsaZzeny v rozolventni mnoziné. Zvolme A € C\ {v,}
z toho plyne

dist (A, {vn}22_o) =:d >0 = VneZ:|v,—A>d>0.

n=—oo
Inverze diagonalni matice (V' — \) je tvaru

Vnez : (V—A)*lenzv l_Aen

= -3 <

SHN

Tato implikace plyne z faktu, Ze (V — )\)_1 je diagonalni matice a v je omezené posloupnost

VAP = sup V-2’ = sup %7—.
=970 = s -2 = s 3 el <
[|zll=1 l|lz||=1
Celkem dostavame
AeC\{u il : 3(V =X €B(’(2) =  C\{mhi . Cn(V).

Véta 1.4 nam dava blizsi popis spektra kompaktniho operatoru. Pro V € J# (¢2(Z)) plati

{)\n}zo:foov hmn—>:|:oo )\n — 0

Ay Ao, o A kde k € N
O'(V):{{ 1y, N2, ) k:}a € €

Definujme mnozinu (o(V))" := (V) \ {vn}52 _ o, potom podle vyslovené véty nastane jeden ze
dvou piipadi:
(@(V))'=0,  mebo  (o(V)) = {0}

7 prvni moznosti a faktu, Zze algebraickd nasobnost nenulovych vlastnich hodnot je kone¢na,
plyne to, ze V ma konetné mnoho nenulovych vlastnich hodnot. ZapiSeme-li spektrum V jako
dvojité nekone¢nou posloupnost {v,}°>__, plati

ngeN; VneZ, n|>ny: v, =0 = lim v, =0.

n—+oo

Z druhé moznosti a faktu, ze {v,}°° __ je omezend posloupnost, plyne opét

lim v, =0.
n—+oo

Tim méme dokidzanou prvni implikaci.
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Nyni predpokladejme, Ze limy, 1o v, = 0. Definujme V,, := P,V P,, kde n € N a P, je
projekce na span(e_p, ..., €q,...,e,). Dimenze V,, je konecna, skutec¢né

dim RanV,, < dimRanP,, = 2n + 1 < oo — Vi, € K ((3(Z)).

V,, konverguje stejnomérné k V', nebot

v kl >n
L IV = Vol = sup |vn| 2222 0.

2(7 . —V)2)e =
€ (Z): (V= Vo)) {0 k| <n k| >n

Tim je splnéna postacujici podminka, aby V' byl kompaktni operator z [1, 6.1.6]. O
Lemma 1.14 (|4, Lemma 3, sec. XII1.4|): Necht A, B jsou omezené operéatory spliwjici

(a) A — B je kompaktni operator,

(b) (c(4)°=0 vC,

(c) kazda komponenta souvislosti C \ o(A) obsahuje bod z p(B).

Potom
Oess (A) = Oess (B) .

Diikaz. Pro ditkaz se odkazeme na [4]. O
Lemma 1.15: Necht A, B € #(J). Potom o(AB) \ {0} = o(BA) \ {0}.

Diikaz. Zvolme X ¢ o(AB) U {0}, potom existuje omezena inverze k (AB — \). Polozme

1
C:=—(—I+B(AB-))"14),
N1+ BAB -1
kde I znad&i identicky operétor. Ziejmé C je omezeny operator. Ukazme, Ze C' je inverzi k (BA—\),
skute¢né

(BA—\)C = —%BA Iy %BAB(AB A 'A—B(AB-\"'4

= 4+ B(— I+ AB(AB =)' = \AB - ) )4

:[+§B(—I+(AB—/\)(AB—)\)*l)A:IJr%BOA:I,

C(BA—)\) = —%BA + 1+ %B(AB ~A)'ABA - B(AB-))"'A

o %B( — I+ (AB—X\)""AB—\AB-))")4

1 1
=1+ XB( ~ I+ (AB-=\)"YAB-\)A=1+ 1BOA=T,
kde O znagi nulovy operator. Dostavame p(AB) \ {0} C p(BA), tato inkluze bude stéle platit,
kdyz z pravé strany vyjmeme nulu p(AB)\{0} C p(BA)\{0}, prohozenim pofadi A, B dostaneme
opa¢nou inkluzi. Potom piechodem k doplitkkiim dostavime tvrzeni lemma. O
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Véta 1.16 (Birman—Schwinger): Necht H,V € B(), X € p(H). V rozlozime tak, aby byl
slozenim dvou omezenych operatora V.= AB, A, B € #B(), a polozme

K(\) :=B(H — \)'A.
Potom
L. Xeop,(H+V) = —1eop(K(\)),
2. Ve (H) & —1co,(K(N\) = eo,(H+V).

Diikaz. Dokazme nejdfive prvni ze dvou bodii. Zvolme A € o,(H + V'), potom existuje nenulové
W € H takove, ze
(H+V)p=X =  (H-\p=-V. (1.3.1)

Protoze A € p(H), existuje inverzni operator k (H — \) a dostavame
—p = (H-=XN)""Vo¢ = (H—-N"'ABy.
Dale na rovnici aplikujme B a oznac¢me ¢ := By
—¢ = B(H—-)\)"14¢ = K(\)o. (1.3.2)
¢ je nenulovy vektor. Pro spor pfedpokladejme opak,

6=0 = Bp=0 =5 V=0 22 gy = X e oy(H).

Tim dostavame spor s predpokladem A\ € p(H). Protoze ¢ # 0, z rovnice (1.3.2) vyplyva, ze —1
je vlastni hodnotou K ().

Nyni pejdéme k ditkazu druhého bodu. Cislo —1 je vlastni hodnotou K()\) a tedy i prvkem
spektra, potom diky Lemma 1.15 plati —1 € a((H—)\)_lAB). Protoze V je kompaktni operator,
jei (H —\)~'V kompaktni. Z Véty 1.4 vyplyva, ze —1 je vlastni hodnotou (H — \)~'V, a tedy

Jp£0 : (H—=XN"1Viy=—.
Aplikujme-li na rovnici (H — A), dostaneme
A0 (H V)=,
to jest A € op(H + V), coz jsme chtéli ukazat. O
Pozndmka. Operator K () z Véty 1.16 nazyvame Birmanniv—Schwingerav operétor.

Dasledek 1.17: Pii stejnych predpokladech a znacenf{ jako v pfedchozi vété plati implikace
A€o, (H+V) = |K(N)| > 1.
Diikaz. Dukaz je ziejmy po obméné implikace

1K\ <1 = —-1¢&c(KN) = A¢o,(H+V). O



Kapitola 2

Spektralni analyza operatoru H,

Uvazujme Hilbertav prostor kvadraticky scitatelnych dvojité nekone¢nych komplexnich po-
sloupnosti

22) = {zh | Y loal? < oo},
na némz zavedeme standardni ON béazi
VneZ: en = {0k n e oo

Diskrétni Schrédingeriv operdtor s komplexnim schodovitim potencidlem budeme znacit H,
a bude zavisly na volném komplexnim parametru a. {Hy}aec je tedy jednoparametricka tiida
operatorii. H, definujeme pro Vx = {r,,}°°, € £*(Z) nasledovné

Tn—1+ Tny1 n <0,

Tp—1+ QZp + Tyl n 2> 0.

(Ho)n = {

Operator H, mé maticovou reprezentaci

H, = 1 o 1
1 o 1

Ziejmé pro o ¢ R neni H, samosdruzeny operator, protoze H} = Hg. Pro pfipad a ¢ R se
dokonce nejedné ani o normélni operator:

(Ho Hy) _y o = (Ha)-1,-2(H3) 20 + (Ha)-1,-1(H3)~1,0 + (Ha)-10(H3)op =1-0+0- 1 +@,
(Hy Ha) _y = (H3)-1,-2(Ha)-20 + (Hy)-1,-1(Ha) 10 + (Ha)-10(Ha)oo =1-0+0- 1 +av.
H, je omezeny operator, skutecné
H,=D+aS+ D",

kde
VneZ: De, :=e,_1, Den = enyi,
18
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Yn>0: Se,:=ey,, Vn<0: Se,:=0.
Zfejmé plati
DI =1SlI=1D*[[=1 = [Hal < [ID[| +[all[S]|+ D[] = 2+ |al.
Uvedme postup hledani spektra:
1. UkaZeme, Ze bodové spektrum je prazdné.
2. Ukazeme, ze rezidudlni spektrum je prézdné.
3. Nalezneme vhodnou podmnozinu rezolventni mnoziny operétoru.

4. Ukazeme, Ze doplnék této mnoziny je podmnozinou spektra.

2.1 Bodové spektrum

Komplexni ¢&islo A nalezi bodovému spektru H,,, pravé kdy# existuje nenulovy prvek x z £2(7Z),
ktery spliuje rovnici na vlastni ¢isla Ho,z = Az. Tu lze rozepsat

ALy, = Tp_1+ Tpt1 n <0,

(2.1.1)
AN—a)zy, = Tp-1+ Tn+1 n > 0.
Definujme pomocnou posloupnost
A n <0,
Ky 1=
A—a n>0,
pomoci které dokdzeme (2.1.1) zapsat v kompaktné&jsim tvaru
Vn € Z : FnTp = Tpil + Tn_1. (2.1.2)

Jedn4 se o diferen¢ni rovnici druhého fadu, jejiz mnozina FeSeni v prostoru dvojité nekonecnych
komplexnich posloupnosti ma dimenzi 2. Pro jeji vyfFeSeni aplikujeme Zukovského transformaci
na A a A — « separitné

A=+ A—a=n+nt (2.1.3)

Je nutné podotknout, Ze parametry 7 a £ nejsou vzdjemné nezavislé. Touto transformaci jsme
si tlohu zjednodusili natolik, Ze obecné FeSeni dokdZzeme najit v jednoduchém tvaru. Predpokla-
dejme, 7e £ # +1 a n # +1, k témto okrajovym pFipadim se vratime pozdéji. Pro n < —2 fesi
diferen¢ni rovnici (2.1.1) posloupnosti x,, = " a z, = £~ ™ a pron > 1 jsou feSenimi posloupnosti
Tp=n " az, =n", skutetné

)\xn _ (5 + g—l)é-n — é-n—i-l + gn—l = Tpi1 + Ty

n < =2,
Mo =(E+ENE" ="+ =g + 201

A=)z =+ " =" + 0" =201 + 20

A=)z =M+ )" =g 4y =a + 10
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Obecné feseni je tedy tvaru

Ty = A"+ BT
Tp =Cn" + Dy "

n < 0,
n >0,

20

(2.1.4)

kde dvé ze ¢tyf konstant A, B, C, D uréime z napojeni téchto ¢asteénych fefeni. Vyhodnotime je
dosazenim obecného feSeni (2.1.4) do rovnice na vlastni ¢isla (2.1.1) v indexech n € {—1,0}.

n=-1 : ACT4BEHC D=+ (A + BY)
A+B=C+D,
n=0 : A& '+ BE+Cn+Dn = (n+n")(C+D)

AV + BE =yt + Dn.

(2.1.5)

(2.1.6)

Odec¢tenim £ nasobku rovnice (2.1.5) od rovnice (2.1.6) ziskdme vyjadieni A a obdobné pro B,

C a D, za predpokladu, ze n # n~*

|€] = 1, tim se v tuto chvili zabyvat nebudeme,

-1 -1 -1 -1
n—§ n—=E& VS §—n

A = C +D , B =C1—> 41D ,
§1-¢ —¢ §—¢1 §—¢1
-1 - -1 _ -1 o1

c =aAt ", p t7n D = A~ T gt
nt—mn nt—mn n—n n—n

Definujme dvé pomocné mnoziny dvojité nekoneénych posloupnosti
+oo
2+0) = {{ontnez € € | 3 loal? < o0},
n=0

ﬁemy:{@M%ch]§:Mw<aﬁ.

n=—oo

,resp. € # €71 jehoz opak by vedl k tvrzeni, ze |n| = 1, resp.

Volbou dvou ze ¢ty¥ parametri (zbylé dva uz jsou nutné uréeny podminkou navazéani) dostaneme

dveé specifickd FeSeni rovnice na vlastni ¢isla, oznatme je y a z,

A=0 & n <0,
,]71_7777 77_,7—177 )
1 T_g—1
C=1 gflfgfn + 1 E1 & n <0,
ZTL = . =
D — O /'77L n > ()7

o kterych muzeme ¥ict, 7e

€] < 1=y € ?(—o0),
In| <1 <=z € £2(+o0).

(2.1.7)

(2.1.8)
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Ovérme jejich linedrni nezavislost:

Yo 2o

§—n + 577771 1
‘yl 21

E-n E-n ' &-m o E-n! _ -
TN g = = S =& # 0.
no-n n—n no—=n n—n
y a z jsou linearné nezavisle, pravé kdyz n~! # &, opak by vedl k tvrzeni, ze o = 0, kterym se
zabyvat nebudeme. Skutetng

E+& —a=n+n!

§+& —a=¢"+¢
a=0.

Mizeme tedy tvrdit, ze y a z jsou linearné nezavislé a libovolné feSeni rovnice (2.1.1) muzeme
zapsat jako linearni kombinaci y a z. UkdZeme, Ze neexistuje nenulové feeni lezici v £2(Z).
Vezméme = = ay + bz, kde a,b € C,

ag ™+ bt + e ) n<,
a5 + Sy ")Hm” n >0,

Ty =

to je jisteé FeSeni rovnice (2.1.1), a predpokladejme, Ze x € (2(Z), déale z definice Zukovkého
transformace piredpokladame, ze |£] < 1,|n| < 1. Plati

relP(Z) = zcli(-o0) & x€lP(+o0).

Pro |£| =1, resp. |n| = 1, a a,b # 0, neni splnéna nutnad podminka konvergence fad

-1

o0
Z |22, resp. Z ENE
n=0

n=—oo

tim dojdeme ke sporu s predpokladem z € ¢?(Z). Nyni uvazujme pouze piipad || < 1,|n| < 1,
potom ¢&len s £" je v sumé pro zaporné indexy podstatné divergentni. Abychom byli v souladu
s pfedpokladem 2 € £?(—00), musi byt tento &len vynulovan, toho docilime, kdyZ nastane jedna
7 moznosti

n'—¢

&1-¢
Druh4 moZnost se redukuje na n=" = &, coz je ekvivalentni s tvrzenim, Zze o = 0. Spektrum
operatoru Hy je dobfe zndme a timto ptipadem se tedy zabyvat nebudeme. V sumé pro kladné
indexy je podstatné divergentni ¢len s n~". Aby byl vynulovan, musi nastat jedna ze dvou
moznosti

E—n!

n—nt
Opét se druhou moznosti nebudeme zabyvat. Dostavame tedy, Ze

b=0, nebo = 0.

-1

a =0, nebo =0.

x € *(Z) — a=0 & b=0 — VneZ:x,=0.
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Nyni vyfesme okrajové pripady & = +1, n = %1 a jejich kombinace. Nejprve zvolme pifpad
& =—1an+# %1, pro indexy n < —2 fesi diferen¢ni rovnici (2.1.1) posloupnosti z, = (—1)"
a x, = n(—1)", skutetné

Azp, = —2(-1)" = (_1)n+1 + <_1)n_l = Tp41 + Tp-1
Atp, = —2n(-1)"=—-2n—-14+1)(-1)" n< —2.
— (4 D)™ (0= D)™ = Ty + s

Pro indexy n > 1 jiz zname teSeni ve tvaru x, = n~ " a x, = n". ReSeni pro vSechny indexy je
tedy tvaru

Tn = A(-1)" +_Bn(—1)_” n <0, (2.1.9)
xn =Cn" 4+ Dn™" n > 0.

Ziejmé, aby x € (*(Z), musi A, B = 0. Pokud |n| = 1 a C, D # 0, neni opét splnéna nutn4

podminka konvergence fady s indexy na okoli +00. Pokud |n| < 1 a z ma byt nenulové Feseni

rovnice (2.1.1) lezici v ¢2(Z), musi platit A, B,D =0 a D # 0. Tim se ale dostaneme do sporu

s podminkou na koeficienty A, B, C, D, kterou dostaneme dosazenim feseni (2.1.9) do (2.1.1) pro

n=-—1

A—2B+Cn°+ Dn’ = —2(A - B)
A—4B+C+D=0.

Nyni zvolme £ = —1 a n = 1, potom fFefeni pro vSechny indexy je tvaru
zn, =A(-1)"+ Bn(-1)"" n <0,
xn =C+ Dn n > 0.

Z¥ejmé Feseni tohoto tvaru v £2(Z) je pouze trividlni. Ostatni okrajové piipady a jejich kombinace
by se feSily analogicky.

Tvrdime tedy, Ze neexistuje nenulové FeSeni rovnice na vlastni ¢isla (2.1.1) takové, které by
lezelo v ¢2(Z). Tim jsme ukazali, Ze bodové spektrum je prazdné

op(Ha) = 0.

2.2 Rezidualni spektrum
Sdruzeny operator k H, ma tvar H} = Hg. Podle definice rezidualniho spektra
A€ op(Hy,) <= \¢ 0p(H,) & Ran(H, — \) # (*(Z).
O bodovém spektru uz vime, Ze je prazdné, podivejme se tedy bliZze na druhou podminku

Ran(H, — \) # (*(Z) <= Ker(H, — \)* # {0} (2.2.1)
<= Ker(H - \) # {0}
— XNeo,(H!) =0,(Hg)
<= Aecop(Ha). (2.2.2)
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Rozeberme nejdiive prvni ekvivalenci (2.2.1), protoZe neni trividlni. Pro omezeny operator B na
Hilbertové prostoru plati
KerB* = (RanB)™.

To zarucuje platnost nasledujici implikace, ze které je platnost ekvivalence (2.2.1) ziejméa
(Ran(H, — \)* = Ker(H, —\)* = Ran(H, — \) = (Ker(H, — \)*)*.
Takeé se blize podivejme na posledni ekvivalenci (2.2.2)
N€op(Hy) <= FWel*(Z),#0: Hop = N
— I elP(Z),¢#0: Hap = X)
<~ \€oy(Ha).
Celkem tedy miiZzeme o prvku z rezidudlniho spektra tici, Ze
ANe€or(Hy) <= N¢op(Hy) & N€op(Hy)
> A€ (0p(Ha))" Nop(Ha)
— A€l

Neboli rezidualni spektrum zkoumaného operatoru je prazdné

or(Hy) = 0.

2.3 Spojité spektrum

Tato sekce bude obsahlejsi nez ty pfedchozi, proto je dtlezité si pro pfehlednost nastinit
postup. V pfedchozich dvou sekcich jsme ukézali, ze 0(Hy) = oc(H,). Stadi tedy nalézt rezol-
ventni mnozinu operatoru H, a tim bude spektrum plné urceno. Nejd¥ive definujeme vhodného
kandidata na rezolventni mnozinu, tuto mnoZinu budeme znacit X, nasledné pomoci Greenova
jadra ukazeme, ze X C p(H,). Druhym krokem bude dokazat opa¢nou inkluzi X D p(H,), toho
docilime pomoci Weylova kritéria.

Definice mnoZiny X

Pripomenme feSeni diferenc¢ni rovnice na vlastni ¢isla y (2.1.7) a z (2.1.8), ktera jsou zavisla
na & a n, pokud jsou navic £ a n v absolutni hodnoté mensi nez 1, 1ze jim jednoznané pfifadit
A dle (2.1.3). Dale vime, 7ze plati

€] < 1 <=y € *(—0),
In| <1 <=z € *(+0).

Zajistime-li ob& podminky [¢| < 1, || < 1, budeme mit dva vektory vhodné pro pouziti v Gree-
nové jadie. Pravé zajisténi téchto dvou podminek nam definuje mnozinu X, kandidata na rezol-
ventn{ mnoZinu operatoru,

€<l = ¢+€61eC\[-2,2],
n+nt+aeC\[-22],

n<1 = n+n'eC\[-22,
n+n'+aeC\[-2+w2+al,
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Celkem plati
El<1&n<l = A=n+n'+aecC\(-220U[-2+a,2+4]).
Definujme mnozinu X néasledovné

X = C\(-2,2]U[-2+a,2+q]).

Definice Greenova jadra

V této asti se budeme opirat o poznatky z [2]. Tento text pojednava o spektralnich vlast-
nostech Jacobiho operatort, tj. operatort, jez maji tridiagonalni maticovou reprezentaci. H, je
Jacobiho operédtor. Konkrétné budeme vyuzivat Greenovo jadro pro nalezeni rezolventni mnoziny
operatoru H,. Toto tvrzeni, jak je vysloveno v [2], pfedpoklada samosdruzenost operatoru, je ale
ziejmé, ze pro volbu « ¢ R operator H, tento pfedpoklad nespliiuje. Budeme postupovat tak,
7e se konstrukci Greenova jadra inspirujeme a ukidzeme, ze Greenovo je rezolventou H, i pro nag
specialni pfipad. Tedy musime ukézat, Ze se jedna o omezeny operator a je inverzi k (Hy, — A).
Tim ukazeme, ze X C p(H,). Tato konstrukce vyzaduje vektory y a z z definice mnoziny X.
Greenovo jadro G(\) nabyva pro indexy m,n € Z hodnot

<
a. ()\): 1 {znym m < n,

n
wk(yv Z) ZmYn m>n,

kde w = wi(y, 2) = 2k41Yk — 2kYk+1, k € Z. w se nazyva Wronskian a je zfejmé, Ze je nenulovy
pravé tehdy, kdyz y a z jsou linedrné nezavislé, tuto podminku uz jsme ovéfili difve. Za zminku
také stoji fakt, Ze zna¢ime G jako zavislé na A, skute¢n€ to tak je, ale tato zavislost je schovana
ve vektorech y a z, které jsou samy definovany pomoci £ a 7, ty jsou jednoznacné uréeny A € X.
Stejné je zavisly i Wronskidn na .

Dulezity poznatek o Wronskianu wy(y, z) je fakt, Ze je nezavisly na k. Skute¢n&, zvolme
libovolné k € Z a pfipomenme rovnici na vlastni ¢isla (2.1.2), ze které vyjadiime x,+1 = Kkp2y —
Tp—1, potom

Wiy, 2) = 2k41Yk — ZkYk1 = (K2l — 2—1)Uk — 26 (KEYk — Yk—1)
= KkZkYk — Zk—1Yk — ZkREYE T ZkYk—1 = ZkYk—1 — 2k—1Yk = wkfl((% 2’)-

Rovnaji se tedy dva sousedni indexy, z ¢ehoZ diky libovolnosti k plyne, Ze se rovnaji vSechny. To
nas opraviuje nepsat u Wronskianu spodnf index.

Pro prehlednost pfistich uvah definujme G := wG. Nez budeme dale pokracovat, podivejme
se, jak vypada maticova reprezentace G:

Z-2Y-2 Z-1Y-2 | 20Y-2 <1Y-2 22Y-2
cee R1Y-2 Z-1Y-1 | R0Y-1 F1Y-1 R2Yy-1 ...
G= N 20Y—-2 20Y—-1 20Y0 21Y0 22Y0 N . (2.3.1)
21Y-2 21Y-1 Z1% 21l 22Y1
22Y—-2 22Y-1 2240 221 22Y2
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Omezenost operatoru G(\)

Nejdiive poznamenejme, Ze operator GG je omezeny, pravé kdyz je G omezeny. Pro jednodu-
chost zapisu budeme omezenost zkoumat na operatoru G. Postupovat budeme tak, Ze G rozdélime
na ¢tyfi rizné operatory, které ndm v souctu dajf é, toho docilime pomoci projektortt P, resp.
Q, jez jsou projekce na span({en}neNo), resp. span({e_n}neN)

0 0 R

Zapisme G blokové, bloky budou definovany délicimi farami v (2.3.1),

(1)

Nyni chceme oddélit jednotlivé bloky, toho docilime nésobenim G vySe uvedenymi projekcemi:

NN
Qép:<g i’) P@Q:<g 2) QéQ:<‘;‘ 2)

G = PGP + QGP + PGQ + QGQ.

Podivejme se nejdfive na s¢itanec PG P. UkaZzme, Ze zobrazeni

Skutecéné

®: B(*(No)) — B(*(Z)) : M — (0 ! )

0 M
je izometrie. Dokazme tvrzeni VM € £(1*(No)) : ||®(M)| = ||M]. UkéZzeme pomoci dvou
nerovnosti
M|l = sup [[Mzf|="sup [[@(M)z]| < sup [|®(M)Z]| = [|®(M)].
llz]=1 l#]|=1 [l#]=1
€12 (Nop) T€l%(Z) zel?(zZ)
Tn=0,n<0

Pro ukazani opaéné nerovnosti si uvédomme, jak ptsobi P na z € (*(Z):

0 <0
(Px), = S
Ty n >0,

navic plati, ze | Pz|| < ||z||. Necht x € £?(Z) takové, ze ||z|| = 1, potom

0

200 = | 3y

H _ |M(P)| < | M|Pal| < | M]
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To uz implikuje ||®(M)|| < [[M]| a celkem dostavame rovnost, z cehoz vyplyva, ze ® je izometrie.
Muzeme tedy tvrdit, ze |PGP|| = || D||.
Napisme explicitnég, jak vypadaji prvky D. Necht m,n € Ny

Dyn = ZnYm MmN,
ZmYn M >MN.

Pfipomenime, jak vypadaji posloupnosti y a z zazené na Ny, navic pro ptehlednost zavedme

— & &=t
konstanty a := T @ b:.= =T
_ -1
Yn = 7?1 gy ST Lo =an® + b7 2=
no—=n n—n

Dosadme do D:

b — ) e+ = e by m <,
mmn — 77m(ann + bn—n) — anm—i—n + bnm—n m > n.

Prom <njen—m >0aprom >njem—n >0, zapiSme tento exponent jednoduseji pro
Vm,n € Ng pomoci absolutni hodnoty,

Dy = an™tm + bn'"””'.

Nyni pfipomenime znac¢eni Toeplitzovy a Hankelovy matice z Definic 1.5 a 1.6 a definujme po-
mocné posloupnosti

9= {n‘nl}nez a q:= {nn}neNo'
Potom D je linearni kombinac{ Toeplitzovy a Hankelovy matice,

D = aH(q) +bT(q)-
A tedy pro normu plati
IPGP| = DIl < |alllH (@)|| + [BIIT(a)] < oo,

kde konecnost [|T(q)l|, resp. |[H ()|, plyne z Tvrzeni 1.7, resp. 1.8.
Jako dal§f s¢itanec vezméme QGQ. Zavedme pieindexovéni matice A, nenulového bloku
dvojité nekonecné matice QGQ, pro m,n € N: A_~ = A_,, ;. Definujme zobrazeni

U B(P(N) — B(A(Z): M~ — ( ]\04 (; ) :

Zobrazeni U je izometrie, postupovalo by se stejné jako u dtikazu izometrie ®. Plati tedy, Ze

IQGQ|| = |A~~||. Uvazujme m,n € N, potom matice A a matice A~ maji tvar
Z_nyY— —m < —n, Z_plY— m > n,

Afm’fn — ny m — A;,L_n — le m -
Z—mY—n -—m > —-n, ’ ZemY—n m<n.

Pfipomenime posloupnosti y a z ziZené na zaporné indexy a opét pro piehlednost zavedme
e S S e S
&1-=¢ Tt

konstanty c :=

nt—¢ nt—
§—§&~

-1
Y—n =§", Zop = —&" =T dE™
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Podobné jako pro matici D zapisme A~ pomoci absolutni hodnoty v exponentu &:
A;’L,_n — Cg\m—n\ —|—d§m+n.

Jako v pfedchozim piipadé je A~ linearni kombinaci Toeplitzovy a Hankelovy matice a je tedy
omezena

IQGQI = |A™7| < oo

Nyni uvazujme s¢itanec QGP a opét zavedme preindexovani matice B, pro m,n € N :
Bt == B_;yn-1 a definujme zobrazeni

©: B(*(N)) — B(*(2)) : M+ +— (8 Ag ) .

Znovu tvrdime, Ze © je izometrie a plati ||QGP| = |B~*|. Pro m,n € N plati
B + =Y mZn_1 = gmnn—l — n—lfmnn.

Matici B~ miizeme zapsat jako matici L z Lemmatu 1.10, B~ = n~1L(¢,n) a plati

Tp— 1 15\2
IQGP|| = B~F| < || “ep s

Ukéazani omezenosti posledniho sé¢itance PGQ je uz snadné, protoze kdyz zavedeme vhodné
pieindexovani matice C', Vm,n € N: C*~ = Cy,,_1 _y, zjistime, ze

Cnt;z = Zm—1Y-—n = Bt = = 7771L(777§)‘
Navic, jak ¥ikd poznamka pod Lemmatem 1.10, || L(n,&)|| = [[L(&,n)||- Z toho nutné plyne
IPGQI = ICT || = BTl < co.

Tim mame dokizanou omezenost Greenova jadra G pro viechna A € X, nebot

1G] = — HGH< (HPGPH+HQGPH+HPGQH+IIQGQH)<OO

G(\) je inverzi operatoru (H, — \)

Pripomenme diferen¢ni rovnici na vlastni ¢isla (2.1.2). Chceme ukézat, ze (Hy — \)G =
G(Hy— A) = I. Vezméme vyraz (H, — \)G, ten ma v maticové reprezentaci hodnoty pro indexy
m,n € 7

(G(H Z Gm k; )\> - Gm,n—l - /‘fnGm,n + Gm,n+1'

k=—o00

Ukézéani toho, Ze je to identita by bylo komplikované, proto miizeme ekvivalentné ukazat, Ze
Vz € (*(Z) : (Hy — \)Gx = x. P¥ipomenime je§té wG = G, kde w je diive definovany Wronskidn.
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Pocitejme
© ~ ~ ~
w((Ha - )\)Gx)m = Z Gmn—1%n — EnGmnTn + Gmpt+1%n
n=—oo
m—1 0o
= Z Zm (ynfl — KnYn + yn+1) Tn + Z Ym (anl — KnZn + Zn+1) Tn
n=-—o00 n=m+1 ~

=0 =0

+ (Zmym—l — KmZmYm + Zm—&-lym)mm z (Zmym—l — Ym—1%m — ZmYm-+1 + Zm—l—lym)mm

= (Zm41Ym = ZmYm+1)Tm = Wi (Y, 2)Tm = Wy,

potom vydélenim w dostaneme hledanou rovnost. V upravach jsme vyuzili faktu, Ze y a z jsou
feSenimi rovnice (2.1.2), proto jsou oznacené vyrazy nulové, dale v oznafené rovnosti jsme dosadili
73 KmYm 2 roviice (2.1.2). Prohozenim potadi (H, — A) a G bychom dogli ke stejnému vysledku.

Celkem tvrdime, Zze VA € X : G(A\) € B((%(Z)) a G()) je inverzi operatoru (H, — A), neboli

ANeX = Xe€p(H,),

a tedy
X C p(Ha).
Inkluze p(H,) C X

Postup v této ¢asti bude zalozeny na Weylové kritériu (Véte 1.2), to ale pfedpokladé nor-
malitu operédtoru, coz H, nespliiuje. Nam ale sta¢{ pouze jedna implikace, pro kterou tento
predpoklad neni potfebny.

Tvrzeni 2.1 (Weylovo kritérium): Necht A € B(#°) a A € C, potom plati
inf{}(A— N6l | 6 € 2,6 =1} =0 = Aea(A)
Drikaz. Dokazeme obménénou implikaci
NEp(A) = K >0 : inf{(A— Nl | ¥ € Al =1} > K.
Zvolme libovolné A € p(A) a ¢ € A, potom
1ol = (A = 2)7(A = gl < (A = )1 (A = A
Aplikujme na nerovnost infimum pfes ||¢| =1

A= N7 inf [[(A =N
L= (A=X)7 inf [[(A =]

Nebot A € p(A), plati |[[(A — A\)71|| # 0. Tim je tvrzeni dokazano, protoze

1
= inf A— ) .
K= @y < it 1A = Al -

Pozndmka. Je zfejmé, 7e nésledujici vyroky jsou ekvivalentn{

[

0.
[¥nl

inf([(A- Nl | €2 [0 =1} =0 = 3} CA\{0} : lim
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Nagim tikolem nyni bude nalézt posloupnost {1 % | C 3(Z) pro A € X, kde
X={AeC|p=13u{reC| =1}
splitujici

_ (n)
N O]

Potom totiz A € X¢ = X € 0(H,), a tedy X¢ C 0(H,), coz je ekvivalentni s p(H,) C X.
Zvolme A € X°¢ takové ze, |n| = 1 a definujme pro Vn € N

C(") ={...,0,0,1,7,%%,...,17",0,0,...}.

Provedme nékolik pomocnych vypocti,

1K= "I P => 1=mn,
k=0 k=0

(Ho — )\)C(n))m — Z (Hy — /\)m,kckn)
k=—oc
m=—1: =1,
m=0:  =(a=N+n=-n-n"+n=—n"
m € {1,2, v, — 1} : = nmfl + (a — )\)nm + nerl — nmfl + (_,,7 _ nfl)nm + nerl
m=n: =0 (a= "= 0" (-t = gt
m=n-+1: =n",

(Ho = NP =124 | =7 P | =P P2 4 P = 4.
Nyni méme pfipravené vse pro vyhodnoceni limity

I(Ha =M™ 2

lim = lim — =0.

Na zagatku jsme vzali |n| = 1, to miiZeme zapsat ve tvaru n = €%, kde 6 € [0, ], potom
A=n+nt+a=e+e? 4+ a=2co80+ac[-2+a,2+al

Weylovo kritérium tedy fikd, ze [-2 + o, 2+ a] C 0(H,)
Nyni zvolme A € X¢ takove 7e, |{| = 1 a definujme pro Vn € N

™= {...,0,€",...,£%,¢,0,0,...}.

Opét provedme pomocné vypodlty

n n
=Y I =31 =n
XM= It = =n,

k=1 k=1

29
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[e.9]

((Ha - )‘)X(n))m = Z (Ha - )‘)m,kXI(Cn)
k=—00
m=mn-—1: =&,
m=n: = N4l =gl
me{n—-1,...,-2}: e i ¥ LR e L N (R Y 0 [ 1A S SR |
m=-1: =&€-M'=-¢=-1
m=20: =&,

I(Ha = XN = €7 + | = P+ | = 1P + ¢ = 4.

Opét vyhodnotme limitu pro Weylovo kriterium

H, — \)x™ 2
lim ¢ X

im — =0.

Nyni jsme mé&li |¢] = 1, které milzeme zapsat ve tvaru & = ¢ kde opét @ € [0, 7], potom
A=¢+et=e% 4t =2cos6 € [-2,2).
Weylovo kritérium tedy ¥iké, ze [—2,2] C o(Hy).
Spektrum operatoru H, (k nahlédnuti na Obréazku 2.1) je sjednoceni dvou tuseek v komplexni

roving, navic spektrum je ¢isté spojité,

0(Hy) = 0o(Hy) = [-2,2] U[-2+ , 2+ o] = [-2,2] + a{0,1}.

2i

Obréazek 2.1: Spektrum operatoru H,



Kapitola 3

Porovnani spektra diskrétniho
operatoru H, s jeho spojitou analogii

V této ¢asti budeme porovnavat spektrum diskrétniho operstoru H, na ¢?(Z) se spektrem
spojitého operatoru H na L?(R) z [3]. H je definovany jako

d2

H:=——
da?

+isgn(x), Dom(H) := W%?(R),
kde W?22(R) je Soboleviiv prostor, coz jsou takové funkce z L?(R), jejichz slabé derivace prvniho
a druhého ¥adu jsou v L2(R).

Porovnejme nejdfive spektra téchto operatori bez schodovitého potencidlu, protoze ta jsou
dobte zndma. H bez schodovitého potencidlu je hamiltonidn volné ¢astice, t.j. 1D Laplacetv

operator
d2
A= ——
da?’
jeho spektrum je
o(—A) =10, 00).

H,, bez schodovitého potenciélu je diskrétni Laplacetv operator, ozna¢me ho Hy, jeho spektrum
je
U(HO) = [_2’2]7

coz je v souladu s tvrzenim vyse pii volbé o = 0. Na obrazku 3.1 jsou k nahlédnuti spektra
zkoumanych operatort bez komplexniho schodovitého potencialu.

Abychom u H,, dostali odpovidajici potencial jako u H, zvolime av = 2i a pfi¢teme k Ho; (—1)
néasobek identického operatoru. Takto upraveny operator muzeme zapsat jako

ﬁ = Ho; — i1l = Hy +1i sgn(n),
kde definujeme pro ¢ € £2(7Z)

tYp n >0

(sen(n)is) = {_ s

Zfejmé spektrum operdtoru H je spektrum operatoru Ho; posunuté o —i,

o(H)=[-2+1,24i|U[-2—-i,2—i] = [-2,2] +i{—-1,1}.
31
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2i 2i
i i
-3 -2 -1 1 2 3 -3 -2 -1 1 2 3 ’
—i —1
—2i —2i
(a) o(Ho) (b) o(=4)

Obrazek 3.1: Spektra diskrétniho a spojitého Laplaceova operatoru

Spektrum spojitého operatoru H, jak je uvedeno v [3], je
o(H) =10,+00) +i{—1,1}.

Schodovity potencidl tedy ma na spektrum téchto operatort stejny efekt. V obou p¥ipadech se
spektrum operatoru se schodovitym potencialem (na Obrazku 3.2) rovna dvéma kopiim spektra
operdtoru bez potencidlu posunutych o +i a o —i,

o(H) = o(Hp) +i{-1,1}, o(H)=o(-A)+i{-1,1}.
2i 2i
: i >
-3 -2 -1 1 2 3 -3 -2 -1 1 2 3

; —1 g
—1

—2i —2i

(a) o(H) (b) o(H)

Obrazek 3.2: Spektra diskrétniho a spojitého Schrodingerova operatoru se schodovitym komplex-
nim potencialem



Kapitola 4

Lokalizace spektra H, s diagonalni ¢!
poruchou

Zvolme libovolnou dvojité nekoneénou posloupnost v = {v,}22___ € £}(Z) a definujme po-
mocf ni diagonalnf operator V := diag({v, }5> _.,) na £*(Z). Cilem této kapitoly bude lokalizovat
spektrum operatoru H, + V', to jest nalézt mnozinu 2(«,v) C C takovou, ze bude obsahovat celé
spektrum o(Hy, + V) C Q(a,v). U mnoziny Q(«,v) piirozené predpokladame zavislost na para-
metru « a na posloupnosti v. Takto zavedenéd mnozina, fikejme ji spektrdlni obdlka, neni timto
jednozna¢né urcena, jakakoliv jeji nadmnozina spliuje stejné podminky. Otazku tzv. optimality
budeme fesit pozdéji.

4.1 Aplikace teoretickych poznatki
Tvrzeni v této ¢asti jsou aplikovana pfimo na nés p¥ipad Hy+V, kde V = diag({vn}%o:_oo).
Tvrzeni 4.1: Je-li {v,},ez omezend posloupnost, potom H, + V' je omezeny operator.

Dikaz. 'V je omezeny, nebot

V] <m, kde m := sup |vy.
nez

Potom z trojihelnikové nerovnosti vyplyva
[Ho + V| < [[Hall + [V < 2+ |af +m.
O
Tvrzeni 4.2: Necht v € £1(Z), potom V := diag({v,}5=_,.) je kompaktni operator na (*(Z).
Dikaz. Z predpokladu nutné plyne lim,_, 1., v, = 0. Potom Véta 1.13 dokoncuje dikaz. O

Tvrzeni 4.3: Operatory H, a H, + V', kde V' je kompaktni operator, maji shodné esencialni
spektrum, tj.
Uess(Ha) = Uess(Ha + V)

33
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Diikaz. Stadi ovérit predpoklady Véty 1.14 pro volbu A = Hy, B = H,+ V. Jedna se o omezené
operdtory a A—B = —V je kompaktni. Zfejmé ([-2,2] U [-2+ @, 2+ a])° = 0 v C. Z omezenosti
operétort plyne

p(Ho) € C\D(0,[|Hall),  p(Ha+V) C C\D(O,[|[Ha + V), (4.1.1)
kde D(z,r) = {w € C | |w — z| < r} je disk v komplexni roviné se stfedem v z € C a s
polomérem r > 0. p(H,) ma pravé jednu komponentu souvislosti. Tyto mnoZziny (4.1.1) mayji
neprazdny prunik, a je tedy splnén i posledni predpoklad. O

Tvrzeni 4.4: Diskrétni spektrum poruseného operatoru je obsaZzeno v
oa(Hoa+V) C{AeC\o(Ha) | KN =1},
kde K(A) je Birmaniuv-Schwingeriuv operator z Véty 1.16.

Diikaz. Diskrétni spektrum je podmnozinou bodového spektra. Proto oq(Hy) = 0, 7 ¢ehoz vy-
PlyVa 0ess(Hy) = 0(Hy). Diky Tvrzeni 4.3 muZzeme celkem Fict

0(Ho + V) = 0ess(Ho) Uoq(Hy + V).
Hledana inkluze potom okamzité plyne z Disledku 1.17. Ul
Pozndmka. Pocitani normy operatoru K (M) by bylo velmi slozité a nas zajima pouze, kdy je
v&tsi nebo rovna 1, proto budeme hledat horni odhad ||K(\)]|.
Tvrzeni 4.5: Mé&me Birmantv—Schwingeriiv operator
K(\) = [VI"*(Ha = NV,
pro A € p(H,), kde

V1Y = ding({lonli},c). Vi = ding({loal? - semvat,ey).

Funkci signum pro komplexni &isla zavadime jako
U - e
gnz =
0 =z=0.
Potom plati
KNI < gaM[vller
kde

Jga(A) := sup ’(Ha — )\);’}n‘.
nme”Z

Diikaz. Prvky B-S operatoru jsou Vm,n € Z : K(A)pm = ]vn|% (Ha = Nt |vm|% - SgN Upy..
Zvolme libovolné v € £2(Z) a odhadnéme normu

KOl =3 |(K \Q:me)mm%?

nez neZ meZL
2
=Z\Z|vn|%<ﬂa— Nt loml? - sgnn)n] < 3 onl( 3 [(Fa = Nhuloal 2]

neZ meZ nez meZ
1 2 C.-S.
<N ol (X lomlFoml) < g2 0l 613,
nel meZ

z ¢ehoz uz je hledand nerovnost ziejmaé. O
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Pozndmka. Zavislost spektralni obalky na posloupnosti v se diky tomuto tvrzeni redukuje pouze
na zavislost na ¢! normé posloupnosti v.

Tvrzeni 4.6: Spektralni obalka je tvaru
Qa,0) = {A € p(Ha) | gaV) - [0lln > 1}.

Definice 4.7: O spektralni obdlce fekneme, Ze je optimdini, jestlize pro kazdy hrani¢ni bod
existuje takova porucha, Ze tento hrani¢ni bod je v diskrétnim spektru poruseného operatoru, tj.

VQ >0, VAo € {A € p(Ha) | Qoa(A) =1}, Fv € L1(Z), vl = Q : Ao € ga(Ha + diag(v)).

Pozndmka. Optimalita nam ki, Ze spektralni obalka je v jistém smyslu nejmensi moznéa. Mno-
zina, kterd by méla hranici ve vnitfku optimalni spektralni obalky, uz nemtze byt spektralni
obalkou.

4.2 Spektralni obalky operatoru H, +V

Kdybychom dokazali najit pfimo g, (), nebyla by vylou¢ena optimalita téchto spektralnich
obalek. Hledani g, ()) se ale ukazuje jako velmi slozité. Hledame supremum vyrazu pies dva
diskrétni parametry se dvéma volnymi komplexnimi parametry

ga(A) = sup ‘(Ha —)\);;,A = sup ‘Gm,n()\)‘,
m,nez m,ne”
kde G(X) znali Greenovo jadro z piedchozi ¢asti. G(\) miZzeme zapsat pomoci & a 7, jez jsou
jednoznac¢né urcené rovnicemi (2.1.3) pomoci a« € C a A € p(H,), aplati [§] <1, [n| <1

L (ngﬂn Mt 4

_p—1 _
) mnzo,

Lymg—n m > 0,n <0,

L (=temnl 4 2 o) mn <,

%77”5*’” m<0,n>0,

kde w = £ — 1. Nejdiive uréeme absolutni hodnotu G()\) v indexech m,n = 0:
1 < £—1 5—17‘1)’ L [E=m—&+n7t] 1
w\n~t=n n-nt jwl {7t =n |wl
Odhad G(A) v absolutni hodnoté je snadny pro prvky s jednim indexem kladnym a jednim

zépornym, navic plati, Ze tyto prvky jsou v absolutni hodnoté mensi nez ‘G070()\)
na diagondle. Vezméme m > 0 an < 0, resp. m < 0 a n > 0, potom
1 1

< —¢] < —, resp. |Gmn(N)| =
‘w|\ | ] |G (V)]

[Goo(N)] =

(4.2.1)

, coZ je prvek

1
|w]’

1
m|§| <

Pfipomindme wG = G. Pro prvky é()\) s indexy stejného znaménka plati, Ze supremum muze
byt pouze na diagonale. Skute¢né pro m,n > 0, m > n plati

1 me—n
’Gm,n()‘)‘ = ’w'r/ 3

1 ne—m
—n"§ |§
w

sup ‘ém,n()\>‘ = sup ‘anm"r” + bnm_”‘ = sup ‘nm| ’an” + bn_”’
m,n>0 m,n>0 m,n>0
m>n m>n m>n

= sup |an" + by~ "| sup |n™| = sup |n"||an" + byn~"| = sup |a172” +b| =sup ‘énn()\)},
n>0 m>n n>0 n>0 n>0
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— _ 1
kde a := nélzn ab:= 2777_1
tvrdit, Ze supremum se nachazi na diagonéle, t;j.

ga(A) = sup ‘Gmn()\)‘ = sup ‘Gnn()\)}
m,ne” neL
V tomto odstavci nastinime slozitost zavislosti g, (A) na jejich parametrech, a tim odiavod-
nime, pro¢ se budeme zabyvat pouze hornim odhadem g, (\). Pro ilustraci zvolme o« = 2i. Pomoci
numerickych vypoctu jsme zjistili

11
Vn € {~1000,...,—1,1,...,1000} : ‘GWL(Q J”E)’ <1, (4.2.2)
-~ 11
~1000,...,—1,1,... : — i) s 4.2.
Vn € {~1000,...,~1,1,...,1000} (Gn, (10 110)) > (4.2.3)
Dle vztahu (4.2.1) plati
1
Vo € C,VA € p(Hy) : |Gop(N)| = ol

Vztah (4.2.2) nam tedy naznacuje moznou pravdivost vyroku, ze

(5 +igg) = G +175) [ = 1

Naopak vztah (4.2.3) naznacuje nerovnost, tedy

(15 -i15) > G (55 ~i55) [ =

— —i= — —i= —.

10 10 *\10 ~ 10 |w]

Numerické vysledky ukazuji, ze supremum mftize byt nabyvano pro rtizné volby v a A v riznych

indexech, proto tlohu zjednodusime.
Dale hledejme horni odhad g, (A) pomoci trojihelnikové nerovnosti:

E—n o £—n1>‘ 1 (‘ E—n ‘ 5—?71)
[Gran ] = ’w <"7 — n—n-1 n~t—n| |n—nt

(e g (g )
nnA - I — 0.
[GnnN)] = ’ (51 A= [l g—et|) "
Ozna¢me tento horni odhad g, () jako go(A), ten je tvaru
. 1 £-1 E—n! ‘ ‘ ‘1}
oz)\ = T X .
Ga(X) o] {‘n‘l—n‘ n—n" T et

Porovnejme nase vysledky s [7], kde byly nalezeny spektralni obalky poruSeného operatoru
Hy a byla dokizana jejich optimalita. Volbou a = 0 se ztotozni £ = 7, a tedy pro nami nalezeny
horn{ odhad plati go(A) = |w|~! = |¢ — €171 Nage spektrélni obélky se shoduji s optimalnimi
z |7].

Popisme, co nam vlastné ukazuje spektralni obdlka. Na Obrazku 4.1 mame spektralni obalku
pro specifickou volbu « a ||v||y1. Esencialni spektrum je vyobrazeno ¢ernymi tseckami. Svétlou
barvou je pro nézornost vyplnén i vnitiek obalky, to v dalgich obrézcich nebudeme délat. Mimo
esencialni spektrum obsahuje obalka pouze prvky z diskrétniho spektra, coz jsou podle definice
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L L L L L L
-4 -2 0 2 4 6 8

Obrazek 4.1: Spektralni obalka pro volbu o =5+ 4i a |jv||p = 9/8

izolované body, a tedy hromadné body diskrétntho spektra mohou byt pouze prvky esencidlntho
spektra. Navic diskrétni spektrum muze byt nejvyse spocetné.
Na Obréazcich 4.2a az 4.2k jsou vyobrazeny spektralni obalky

{Nep(Ha) | GalN) - 0]l > 1}

operdtoru H, + V' pro rizné volby parametru «, pficemz kazdy obrazek obsahuje spektraln{
obalku pro [[vp = 3/4,4/1, 54, 6/1,7/4,8/1,9/1
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Obrazek 4.2: Spektralni obalky pro vybrané hodnoty « a ||v||y = 3/4,4/4,5/4,6/4,7/4,8/4,9/4.



Zaveér

Zmatna Cast této bakalafské prace byla vénovana nalezeni spektra diskrétniho Schrédingerova
operdtoru s komplexnim schodovitym potencidlem H, pro libovolny komplexni parametr a.

Nejdfive jsme zavedli Zukovského transformace pro A a A — «, které nam umoznily nalézt
fegeni diferencni rovnice na vlastni &sla v jednoduchém tvaru, a ukdzali jsme, ze v (2(Z) je
takovéto Feseni pouze trivialni. Tim jsme ukazali, Ze bodové spektrum je prazdné. Diky vhodnym
vlastnostem H, bylo z definice ukazéno, Ze i rezidualni spektrum je préazdné, a tedy spektrum je
ryze spojité.

Definovali jsme vhodnou mnozinu X = C\ ([-2, 2]U[—2+a, 2+q]) a ukdzali pomoci Greenova
jadra, ze je obsaZzena v rezolventni mnoziné. Véta o Greenové jadie pfedpoklada samosdruZzenost
operéatoru, to H, obecné nespliiuje, proto jsme vétu pouzili pouze formalné pro konstrukci ope-
ratoru G(\), o kterém jsme nasledné ukéazali, Ze je omezeny a jedné se o inverzi k (Hy, — \) pro
A € X. Dale jsme pomoci Weylova kritéria ukazali, ze plati i opa¢na inkluze, tedy Ze rezolventni
mnozina je obsazena v X. Z toho p¥imo plyne o(H,) = 0c(Hy) = [—2,2] U [-2 + o, 2 + a].
Spektrum diskrétniho i spojitého Schrodingerova operatoru vykazuje podobné chovani p¥i odpo-
vidajicim schodovitém potencialu.

Pro lokalizaci spektra poruSeného operatoru H, jsme vyuzili Birmantiv—Schwingeriv princip,
ktery pro nejlepsi vysledky vyzaduje nalezeni suprema pies m,n € Z z vyrazu |(H, — )\);in|,
které znacame g, (\). Pomoci numerickych vypocti jsme naznacili zna¢nou slozitost zavislosti
Jgo(A) na o a A, a proto jsme se omezili na hledani horniho odhadu g,(\). Pomoci tohoto horniho
odhadu jsme nasli spektraln{ obalky poruseného operatoru H, a vykreslili je pro riizné volby a.
Navic p#i volbé a = 0 se nase spektralni obalky shoduji s optimélnimi z ¢lanku [7].
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